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Vjet Essai philosophique est le développement 
I dune leçon sur les probabilités^ ?V^^ j^ donnai 

i en ijgS, aux écoles normales où je ftis appelé 

comme professeur de Mathématiques avec La- 
grange, par un décret de la Convention nationale. 
J'ai publié depuis peu sur le même sujet, un 
ouvrage ayant pour titre : Théorie analjtique 
des Probabilités. Je présente ici, sans le se- 
^ cours de l'Analyse, les principes et les résultats 
généraux de cette ^éorie , en les appliquant 
aux questions les plus importantes de la vie , 
qui ne sont en effet, pour la plupart, que des 
problèmes dé' probabilité. On peut même dire ,. 
a parler en rigueur, que presque toutes nos 
connaissances ne sont que probables ; et dans 

*^ P^tit . TinmKra A t ir <>Vioooo" -Tjue-4iQUS DOUVOnS 
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:2 ESSAI PHILOSOPHIQUE 

savoir avec certitude , dans les sciences mathé- 
matiques elles - mêmes , les principaux moyens 
de parvenir à la vérité, l'induction et l'analogie 
se fondent sur les probabilités ; en sorte que le 
système entier des connaîssai^es humaine»^ se 
rattache à la théorie expœée dans cet essai. On 
y verra sans doute avec intérêt , qu'en ne con- 
sidérant même dans les principes étemels de la 
raison, de la justice et de l'humanité, que les 
chances heureusîês qui leur sont constamment 
attachées ; il y a un graiid avantage à suivre ces 
principes , et de graves inedtivéniens k s'en écar- 
ter : leurs chance», ecHffinne celles qui sotit favo- 
rables aux k)tevies/ finissant toujours p^r pré- 
valoir au milieu des oscillatkms du hasard. Je 
désire que leô réflexions répaxsÂue^ dans cet es-» 
sai , puissent mériter l'attentioa des philoso*^ 
phes, et la diriger vers un objet si digue de les 

occuper. 

De la Probabilité. 

Tous les é^hxmsm^ ceux mêmes qui par leur 
petitesse, semblant ne pas tenir aux grandes 
lois de la nature , en sont une suite atcssi néces- 
saire que les révolutions du soleil. Dans Tignc^ 
rance des liens qui les unissent au système en* 
tier de l'univers , on les a fait dépendre des 
causes finalei^^ -•«» ^Ul li^eainci ^ «^v^wii. €^^11^ ar-*- 
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SUR. LES PBOBÀBIUTÉS. 5 

rivaient et se suecédaient avec régularité ^ ou 
sans ordre appariât; znais ces cauges imagi- 
naires ont îété successivement reculées avec les 
bornes de nos Mnnaissances ^ et disparaissent 
entièrement detant la âaine philosophie , qui ne 
voit en elles ^ que l'expression de l'ignorance où 
nous sommes des véritables causes. 

Les évènemens actuels ont , avec les précé* 
dens^ une liaison fondée sur le principe évident, 
qu'une €^se ne peut pas commencer d'être, 
sans une cause qui la produise. Cet axiome, 
'connu sous le nom de principe de la raison suf^ 
fisoMCj s'étend aux actions mêmes que l'on juge 
indiâer^ites. La volonté la plus libre ne peut 
sans un motif déterminant, leur donner nai^ 
sance; car si toutes les circonstances de deux po- 
sitions étant exactement semblables, elle agissait 
dans l'une et s'abstenait d'agir dans l'autre , son 
choix serait un effet sans cause : elle serait 
alors , dit Leibnitz , le hasard aveugle des épi- 
curiens. L'opinion contraire est une illusion de 
l'esprit qui perdant de vue, les raisons fugitives 
du choix de la volonté dans les choses indiffé^ 
rentes, se persuade qu'elle s'est déterminée d'elle- 
même et sans motifs. 

Nqus devons donc envisager l'état présent de 

l'univers, comme Feffet de son état antérieur, 

I.. 
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4 ESSAI PHIIiOSOraiQÛË 

et comme la cause de celui qui va suivre. Une 
intelligence qui pour un instant donné , connaî- 
trait toutes les forces dont la nature est animée , 
et la situation respective des êtres qui la compo- 
sent^ si d'ailleurs elle était assez vaste pour sou- 
mettre ces données à l'analyse ^ embrasserait 
dans la même formule les mouvemens des plus 
grands corps de l'univers et ceux du plus léger 
atome : rien ne serait incertain pour elle , et l'a- 
venir comme le passé, serait présent à ses yeux. 
L'esprit humain offre , dans la perfection qu'il a 
su donner k l'Astronomie , une faible esquisse 
de cette intelligence. Ses^découvertes en Méca- 
nique et en Géométrie, jointes à celle de la pe- 
santeur universelle , l'ont mis à portée de com- 
prendre dans les mêmes expressions analytiques , 
les états passés et futurs du système du monde. 
Eh appliquant la même méthode à quelques au- 
tres objets de ses connaissances, il est parvenu 
à ramesier k des lois générales , les phénomènes 
observes , et à prévoir ceux que des circonstan- 
ces données doivent faire éclore. Tous ces ef- 
forts dans la recherche de la vérité , tendent k 
le rapprocher sans cesse de l'intelligence que 
nous venons de concevoir • mais dont il restera 
toujours infiniment éloigné. Cette tendance 
propre à l'espèce humaine, est ce qui la rend su- 
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périeure aux animaux; et ses progrès en ce 
genre, distinguent lesjiations et les siècles, et 
ifont leur véritable gloire* * 

Rappelons-nous <]u'autrefois, et à Bne époque 
qui n'est pas encore bien reculée ^ une pluie ou 
une sécheres^ extrême, une comète traînant 
après elle une queue fort étendue, les éclipses, 
les aurores ^ boréales et généralement tous les 
phénomènes extraordinaires étaient regardés 
comme autant de signes de la colère céleste. 
On invoquait le del pour détourner leur funeste 
influence. On ne le priait point de suspendre le 
cours des planètes et du soleil : l'observation 
eût bientôt fait sentir l'inutilité de ces prières. 
Mais comme ces Qkénomènes arrivant et dispa- 
raissant à de longs mtervalles ,. semblaient con- 
trarier l'ordre de la nature ;- on supposait que le 
ciel irrité par les crimes de la terre , les faisait 
naître pour annoncer ses vengeances. Ainsi la 
longue queue de la comète de i456 répandit la 
terreur dans l'Europe , déjà consternée par les 
succès rapides des Turcs qui venaient de ren- 
verser le Bas -Empire. Cet astre, aprè% quatre 
de ses révolutions , a excité parmi nous un in- 
térêt bien différent. La connaissance des lois du 
système du ^londe , acquise dans cet intervalle, 
avait dissipé les craintes enfantées par l'ignor 
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rance des Trais rapports de l'homme avec 1 uni-* 
vers; et Halley ayant reconnu Tidentitë de 
cette comète^ avec celles des années i55i, 1607 
et 1 68f2 , annonça son retour prochain pour la 
fin de lySS ou le commencement a^ ^7^9' 1^^ 
monde savant attendit avec impatience , ce re- 
tour qui devait confirmer l'une des plus grandes 
découvertes que Ton eût faites da^ les scien- 
ces , et accomplir la prédiction de Sénèque ^ 
lorsqu'il a dit^ en parlant de la révolution de ces 
astres qui descendent d'une éiK>rme distance : 
« Le jour viendra que par une étude suivie^ de 
y> plusieurs siècles , les choses actuellement ca- 
» chées paraîtront avec évidence; et la posté- 
» rite s'étonnera que des ^^tés û claires nous 
» aient échappé. >> Clairaut entreprit alors de 
soumettre à l'analyse^ les perturbations que la 
comète avait éprouvées par l'action des deux 
plus grosses planètes , Jupiter et Saturne : après 
d'immenses calculs , il fixa son prochain passage 
au périhélie, vers le commencement d'avril i jSg,, 
ce que l'observation ne tarda pas à vérifier. La 
Mgularîté que l'Astronomie nous montre dans 
le mouvement des comètes , a lieu sans aucun 
doute, dans tous les phénomènes. La courbe 
décrite par une simple molécule d'air ou de va - 
peurs , est réglée d'une manière aussi certaine , 
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que les orlrites planétaires : il u'y a de diffé- 
rences entre elles , que celle qu'y met notre igno- 

rance. 

La probabilité est relative en partie à cette 
ignorance^ en partie à nos connaissances. Nous 
savons que sur trois pu un plus grand nombre 
d'évènemens^ un seul doit arriver; mais rien ne 
porte à croire que l'un d'eux arrivera plutôt que 
les autres. Dans cet état d'indécision , il nous est 
impossible de prononcer avec certitude sur leur 
arrivée. Il est cependant probable qu'un de ces 
évènemens pris à volonté, n'arrivera pas; parce 
que nous voyons plusieurs cas également possi* 
blés qui excluent son existence , tandis qu'un seul 
la favorise. 

La théorie des hasards consiste à réduire tous 
les évènemens du même genre , k un certain 
nombre de cas également possibles, c'est-à-dire, 
tels que bous soyons également indécis sur leur 
existence ; et à détermin^er le nombre de cas fa- 
vorables a l'événement d<wit on cherche la pro- 
babilité. Le rapport de ce nombre à celui de tous 
les c^s possibles, est la mesure de cette pro- 
babilité qui n'est ainsi qu'une fraction dont le 
aunoérateur est le nombre des cas favorables , et 
dont le ;dénominateur est le nombre de tous les 
cas possibles. * 
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La notion précédente de la'*probabilité sup- 
pose qu'en faisant croître dans' Iç même rap- 
port, le nombre des c^ favorables, et celui de 
tous lés cas possibles, la probabilité reste la 
même. Pour s'en convaincre, que Ton considère 
deux urnes A et B , ' dont la; première contienne 
quatre bouKes blanches et deux noîf qp , et dont la 
seconde ne renferme que deux boules blanches 
et une noire; On^^peut imaginer les deux boules 
noires de la première urne, attachées à un fil qui 
se rompt au moment ou l'on saisit Tune ^d'elles 
pour Fextraîré , et les quatre boules blanches 
formant deux systèmes semblables. Toutes les 
ehances qui feront saisir Tune des boules du sys- 
tème noir, amèneront une boule noire. Si l'on 
conçoit maintenant que les iîis qui unissent les 
boules, ne se rompent point; il est clair que le 
nombre'des chances possibles ne changerai pas, 
nouf ph» que celui des chances favorables à l'ex- 
traction des boules noires; seulement, on tirera 
lie l'urne, deux boules à la fois; la probabîSté 
oextraire une boule noire de l'urne, sera donc 
la mêfne qu'auparavant. Mais alors , on a évi- 
demment le cas de l'urne B, av«c la seule dif- 
férence, que les trois boules de cette dernière 
urne, soient remplacées par trois systèmes de 
deux boules invariablement unies. 
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Quand taus le& cas sont favorables à un ëvè- 
nemenl^ sa probab^té se change en certitude , 
et son expression devient égale à l'unité. Sous 
ce rapport^ la certitude et la probabilité sont 
coqaparables ^ quoiqu'il y ait une diflférence esr 
sentielle entre les deux états de l'esprit, lors- 
qu'une vérité lui est rigoureusement démontrée, 
ou lorsqu'il aperçoit encore une petite source 
d'erreur.v 

Danstles choses qui ne sont que vraisembla- 
bles, la difierence des «données que chaque homme 
a sur elles , est ime des causes principales de la 
diversité des opinions que l'on voit régner sur 
les ménies objets. Supposons, par exemple, que 
Ton ai^ trois urnes A, B, C, dont une ne con- 
tienne que des boules noires, tandis que les deux 
autres ne renferment que des boules blanches ; 
o» doit tirer une boule de l'urne C , et l'on de- 
mande la probabilité que cette boule sera noire. 
Si l'on ignore quelle est celle des trois unies , 
quine renferme que des boules noires, en sotte 
que l'on n'ait aucune raison de croite qu^elle 
est plutôt C, que B ou A; ces tfois hypothèses 
pâraîtroii| égdemant passibles; eit, comme uçe 
boule n<^ ne peut êtie extraite que dans Ja 
première hypothèse , la probabilité dfe Textraire 
est égalef à un tiers. Si Ijon sait que l'urne A ne 
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contient que des boules blanches ^ Tindéctsion 
ne porte plus alors que sur les urnes B ^t C, et 
la probabilité que la boule extraite de l'urne C 
s^a noire ^ est unidemi* Enfin ^ cette probabi- 
lité se change en ce^^tude ^ si l'on est assuré que 
les urnes A et B ne contiennent que des boules 
blanches. 

C'est ainsi que le même fait^ récité devant 
une nombreuse assemblée , obtient divers de* 
grés de croyance, suivant l'étendue des con- 
naissances des auditeurs. Si l'homme qui le rap- 
porte, en eat intimement pensuadé, et si, par 
son état et par son caractère, il iospôre une 
grande confiance ; son récit , quelque extrao**- 
dinaire qu'il soit, aura^ pour les auditeurs 
dépourvus de lumières, le même degré de vrai- 
semblance , au'un £sdt ordinaire rapporté par 
le même homme , et ils lui ajouteront une foi 
çntière. Cependant si quelqu'un d'eux sait que 
le même fait est rejeté par d'autres hommes 
égalem<çnt respectables , il sera dans le doute ; 
et le fait sera jiigé faux par les auditeurs éclai*- 
rés qui le trouveront contraire , soit à des faits 
bien avérés , soit aux lok immuables 4^ la na- 
turc. 

C'est à l%ifluence de l'opinion de ceux que la 
multitude juge les plus^^ instruits, et à qui elle a 
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« 

coutume dç donner sa confiance sur les plus im<- 
portans objets de la vie^ €(u'est due la propaga- 
tion de ces erreurs qui , dans les femps d'igno- 
rance ^ ont icouvert la face du monde. La Magie 
et l'Astrologie nous en ofi\:-ent deux grands exem- 
ples. Ces erreurs inculquées dès l'enfance, adop*- 
fées sans examen y et n'ayan\ pour base que la 
croyance universelle, se «ont maintenues pen- 
dant très long - temps ; jusqu'à ce qu'enfin le 
progrès ^eï sciences les* ait détruites dans l'es- 
prit des hommes éclairés dont ensuite l'opinion 
les a fait disparaître chez te. peuple même, par 
le pouvoir de l'imitation et de l'habitude , qui 
les avait si généralement répandues. Ce pou- 
voir, le plus puissant ressort du monde moiral , 
établit et conserve dans toute une nation, des 
idées entièrement contraires 'à celles qu'il main- 
tient ailleurs avec ie» même empire. Quelle in- 
dulgence ne devons-nous donc pas avoir pour 
les opinions différente^ des nôtres ; puisque cette 
différence ne dépend souvent que des points de 
vue divers où les circonstances nous ont placés! 
Eclairons ceux que nous ne jugeons pas suffi- 
samment instruits; isiais auparavant, examinons 
sévèrement nos proj^^s opinions , et pesons avec 

impartialité leurs probabilités respectives. - 

La différence des opinions dépend encore <te 



1 
i 



I 

i 

■ i 



.M>^ 



12 ESSAI PHILOSOPHIQUE 

la manière dont on détermine Finfluence des 
données qui sont connues. La théorie des pro- 
babilités tiedt à des considérations si délicates; 
qu'il n'est pas surprenant qu'avec les mêmes don- 
nées , deux personnes trouvent des résultats dif- 
férens , surtout dans les questions très compli- 
quées. Exposons ici les principes généraux de 
cette Théorie. • 

'S" 

Principes généraux du Calcul des Probabilités. 

I" Principe. Le premier de ces principes est la définition 
même de la probabilité qui , comme on Va vu , 
est 4e rapport du nombre des cas favorables à 
celui de tous les cas possibles. 

Ile Principe. Mais cela suppose les divers cas ^ également 
possibles. S'ils ne le sont pas^ on déterminera 
d'abord leurs possibilités, respectives dont la 
juste appréciation est un d^s points les plus dé- 
licats de la théorie des hasards. Alors la proba- 
bilité sera la somme des possibilités de chaque 
cas favorable. Éclaircissons ce principe par un 
exemple. 

Supposons que l'on projette en l'air une pièce 
large et très mince dont les deux grandes faces 
o^qposées^ que nous nommerons çroiœ et pile'j 
|K>ient parfaitement semblables. Cherchons la 
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probabilité d'amener croioç ^ une fois au moins 
en deux coups. B est clair cjn'il peut arriver 
quatre cas- également possibles^ savoir^ croix au 
premier et àh second coup ; cwia: au premier 
coup et pile au second ; pile au premier coup et 
sroix au second; eniSn pile aux deux coups > 
Les trois premiers cas sont favorables à révène-* 
ment dont on cherche la probabilité qui, par 
conséquent, est égale à f j en sorte qu'il j a trois 
contre un à parier que croix arrivera au moins 
une fois en deux coups. 

On peut ne compter à ^ ce «jeu, que trois cas 
différens, savoir : croix au premier coup, ce 
qui dispense d'en jouer un second ; pile au pre^ 
mier coup et croix au second; enfin pile au pre- 
mier et au second coup. Cela réduirait la pro- 
babilité à f , si l'on considérait avec d'Aiembert, 
ces trois cas, comme également possibles. Mais 
il est visible que la probabilité d'amener croix 
au prenoier coup est ~ , tandis que celle des deux 
autres cas est :^ ; le premier cas étant un événe- 
ment simple qui correspond aux deux évène- 
mens composés , croix au premier et au second 
coup, et croix au premier coup, pile au se- 
cond. Maintenant , si conformément au second 
principe , on ajoute la possibilité \ de croix au 
premier coup, à la possibilité \ de pile arri- 
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van^ au premier coq|> et croix au second , on 
aura ^ pour la probabilité cherchée^ ce qui 
s accorde avec ce que Fou trouve dans la sup- 
position où Ton joue les deux coups. Cette sup-^ 
position ne change point le sort de celui qui po^ 
rie pour cet événement : elle sert seulement k 
réduire les divers cas ^ à dc^ cas également pos-** 
sibles. 
m* Principe. Un des points les plus importans de la Théo- «^ 
rie des . Probabilités , et celui qui prête le {dus 
aux illusions , est la manière dont les probabi-^ 
iités augmentent eu iliminuent par leurs corn*- 
binaisons mutuelles. Si les évènemens sont in- 
dépendans les uns des aigres; la probabilité de 
l'existence de leur ensemble , est le produit de 
leurs probabilités particulières. Ainsi la proba- 
bilité d'amener un as avec im seul dé , étant un 
^xième; celle d'amener deux as en projetant 
deux dés à la fois , est un trente - sixième. En 
effet t diacune des faces de l'un^ pouvant se 
combiner avec les six faces de l'autre; il y a 
trente - six cas Clément possibles , parmi les- 
quels un seul donne les deux as. Généralement^ 
« la probabilité qu'un événement simple dans les 
' mêmes circonstances , arrivera de suite ^ un 
nombre donné de fois ^ est égale à la probabi- 
lité de cet événement simple^ élevée à une puis- 



stnce iBidiqiiée par ce noiDJ>re. Ainsi les puis- 
sances succèssires d'une fraction moindre que 
l'unité, diminuant sbiûb cesse; un événement 
qui dépend d'une ^te de probal»Ktés fort gran^ 
des 9 peut devenir extrêmement peu vraisem- d 

blaUe. Supposons qu'un fait nous soit transmis 
par vingt témoins , de manière que le premier 
l'ait trausmis au second , le second au . troi- 
sième , et âin^ de suite. Supposons encore que ' 
la probaftnUté de chaque témoignage soit égale 
à ^ : celle du fait, résidtante des témoignages, ^ 
sera moindre qu'uu huitième. On ne peut mieux 
comparer cette diminution de la probabilité, 
qu'à Vextinction de la clarté des objets , par l'in- 
terposition de plusieurs morceaux de verre ; un 
nombre de morceaux peu considérable*, suffi- 
sant pour dérober la vue d'un objet qu'un seul 
morceau laisse apercevoir d'une manière cËs- 
tincte. Les historiens ne paraissent pas avoir fait 
assez d'attention à cette dégradation de la pvo- 
bafatlité deë faits , lorsqu'ils sont vus à travers 
un grand nombre de générations successives : 
plusieurs évèuemons historiques, réputés cer- 
taine , seraiast au moins tîouteux, si on les sou- 
mettait à cette épreuve. 

Dans les sciences purement mathématiques , 
les conséquences les plus éloignées participent. 
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de la certitude du principe dont elles dérivent- 
Dans les applications de l'Analyse à la Physique^ 
les conséquences ont toute la certitude dés faits 
ou des expériences. Mais dans les sciences nio- 
raleà , où chaque conséquence n'est déduite de 
ce qui la précède , que d'une manière vraisem- 
blable; quelque pix)bables que soient ces dé- 
ductions, la chance de l'erreur croît avec leur 
nombre , et finit par surpasser la chance de la 
vérité^ dans les conséquences très éloignées du 
principe. * 

iy« Principe. Quand deux évènemens dépendent l'un de 
Tautre , la probabilité de l'événement composé 
est le produit de la probabilité du premier évé- 
nement , par la probabilité que cet événement 
étant arrivé , l'autre arrivera. Ainsi , dans le 
cas précédent de trois urnes A, B, C, dont 
deux ne contiennent que des boules blanches 
et dont une ne renferme que des boules noires ; 
la ^probabilité de tirer une boule blanche de 
l'urne C est | f puisque sur trois urnes ^ deux ne 
contiennent que des boules de cette couleur. 
Mais lorsqu'on a extrait une boule blanche , de 
l'urne C, l'indécision relative à celle des urnes 
qui ne renferment que des boules noires, ne 
portant plus que sur les urnes A et B ; la pro- 
babilité d'extraire une boule blanche , de Fume 
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\ B est ^ , le produit de f par 7 , ou | est donc la 

probabilité d'extraire à la fois des urnes B et C ^ 
deux boules blanches. En effet, il est nécessaire 
pour cela^ que Furne A soit celle des trois ur- 
nes, qui contient* des ioules noires } et la pro- 
babilité de ce cas est évidemment |. 

On voit par cet exemple > l'influence des évè- 
ne&iens passés sur la probabilité des évènemens 
futurs i Car la probabilité d'extraire une boule 
blancbe de l'uriie B ^ qui {>rîiùitiveinent est f , 
devient ^ , lorsqu'on a extrait une boule blan- 
che de l'urne C : elle se changerait en certitudef^ 
^ si l'on avait extrait une boule noire de la même 
urne. On déterminera cette influence, au moyen 
du principe suivant qui est un corollaire du pré- 
cédent. 

Si l'on calcule à priori, la probabilité de l'évè- V« Principe» 
nement arrivé, et la probabilité d'un événement 
composé de celui-ci et d'un autre qu'on attend ; 
la seconde probabilité divisée par la première , 
sera la probabilité de l'événement attendu, tirée 
de l'événement observé* 

Ici se présente la question agitée par quelques 
philosophes , touchant l'influence du passé sut 
la probabilité de l'avenir. Supposons qu'au jeu 
de croia: ou pile , croix soit arrivé plus souvent 

que pile : par cela seul > nous serons portés à 

t 
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eroire que dans la constitution de la pièce ^ il 
çidste une cause constante qui le favorise* Ainsi, 
dans la conduite de la vie^ le bonheur con- 
stant est une preuve d*hal>ileté , qui d<»t faiw 
employer de préférence hs personnes heureuses. 
Mais si par Vinstabilit^ des circonstances , nous 
soninies ramenas sans cesse , à l'état d'une în- 
d^cisioa absolue; si> par exemple , on chaAge 
de. pièce à chaque coup, au jeu de croia: ou 
pile; If passe ne peut répandre aucune lu- 
mière sur l'avenir , et il serait absurde d'en te- 
nir compte, 
vie Principe. Chacune de^ causes auxquelles un événement 
observé peut être attribué, est indiquée avec 
' d'autant plus de vraisemblance , qu'il est plus 
probable que cette cause étant supposée exister, 
l'événement aura lieu; la probabilité de l'exi- 
stence d'une quelconque de ces causes > est donc 
une fraction dout le numérateur est la probabi-- 
lité de l'événement , r^ul|4{ite de cette cau$e , 
et dont le dispominateur est la somme des pro- 
babilités semblables relatives à toutes les causes : 
si ces diverses causes considérées à priori^ sont 
inégalement probables ; il faut au lieu de la pro^ 
habilité de révèneinent, résultante de chaque 
cause , employer le produit de cette probabilité, 
par la possibilité d^ la cause elle*-même. C'est le 
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prioâpe fondamental dç cette branché à^ FAnap* 
l îyse des hasaids, ^fui consiste à réimmter des 

* 

^yènémi^ns aux causes. \f 

Ce princijie donne la raison pour laquielle on 
attribue les ëvànemens réguliers^ à une cause 
particulière. Quelques philosophes ont peiise que 
ces évèn^nens sont moins possibles que les au- 
tres, et qu'au jeu/ de croijc on pile, par exem- 
ple, la combihaisoH dans laquelle croix arrive 
vingt £bia de suite , est moins facile à la na* 
tore, que ceHes ou croix et pile sont entremêles 
d'une façon irregulière. Mais cette opinion sup- 
pose que les . évènemeiKS passes influent sur la 
possibilité des evènemens. futurs, ce qui n'est 
point admissiblf . Les coinbinaisons régulières 
n'arrivjent plus rarement, que parce qu'elles sont^ 
'moins liombreuses. 1^ nous recherchons une 
cause , là où nous apercevons de 1a symétrie ; 
ce n est pas que nous regardions un événement 
symétrique , comme moins possible que les au- 
tres ,* mais, cet événement devant être l'effet 
d'une cause régulière, ou celui du hasard, )a 
première de ces suppositions est plus probable 
que la seconde. Nous voyons sur une table , des . 
caractère d'imprimerie disposés dans cet or- 
dre,. Constantinpple ; et nous jugeons que cet 

arrangement n'est pas l'^et du hasard, non 

2.T 
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parce qu'il est moins possible que les autres^ 
puisque si ce mot n'était employé dans aucune 
langue, nous ne lui soupçonnerions point de 
cause particulière ; mais ce mot étant en usage 
parmi nous, il est incomparablement plus pro- 
bable qu'une personne aura disposé ainsi les ca- 
ractères précédens, qu'il ne l'est que cet arran- 
gement est,du au hasard. 

C'est ici le lieu de définir le mot extraorSi-- 
noire. Nous rangeons par la pensée , tous les 
évènemens possibles, en diverses classes; et nous 
regardons comme extraordinaires ^ ceux des 
classes qui en comprennent un très petit nom*- 
breu Ainsi , au jeu de, croix ou pile^ l'arrivée de 
croix cent fois de suite,, nous parait extraordi- 
naire ; parce que le nombre presque infini des 
combinaisons qui peuvent arriver en cent coups, 
étant partagé en séries régulières ou dans les- 
quelles nous voyons régner un ordre facile à 
saisir, et en séries irrégulières; celles-ci sont 
incomparablement plus nombreuses. La sortie 
d^une boule blanche , d'une urne qui , sur un mil- 
lion de boules , n'en contient qu'une seule de 
cette couleur , les autres étant noires , nous 
parait encore extraordinaire ; parce que nous 
ne formons que deux classes d'évènemehs , re- 
latives aux deux couleurs. Mais la sortie du 
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n^ 475^^5, par exemple, dune urne qui ren- 
ferme un million de numéros , nous semble tin 
événement ordinaire ; parce que^^omparant in- 
dividuellen)int les numéros, les uns aux autres, 
sans les partager en classes, nous n^avons au- 
cune raison de croire que Tun d'eux sortira plu- 
tôt que les autres. 

De ce qui précède , nous devons généralement 
concluse que plus un fait est extraordinaire , plus 

* * * _ 

il a besoin d'être appuya de fortes preuves. Car 
ceux qui l'attestent, pouvant ou tromper, ou 
avoir été trompes; ces deux causes sont d'autant 
plus probables^ que la réalité du fait l'est moins 
en elle - même. C'est ce que l'on verra particu- 
lièrement, lorsque nous parlerons de la proba-*^ 
bilité des témoignages . 

La probabilité d'un, événement futur est la VU« Pnocip». 
* somme des 'produits de la probabilité de chaque 
cause , tirée de l'événement observé , par la pro- 
babilité que cette cause existant, l'événement 
futur aura lieu. L'exemple suivant éclaircira ce 
principe. 

Imaginons une urne qui ne renferme que deux 
boules dont chacune soit ou blanche , ou noire. 
On extrait une de ces boules, que l'on remet en- 
suite dans l'urne, pour procéder à un nouveau 
tirage. Supposons que dans les deux premiers ti- 
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rages, on ait amené des boules blanches; on de- 
mande la probabflité d'amener encore une boule 
blanche au troisième tirage* 

On ne peut faire ici que ces doux hy pothèsôd : 
ou l'une des boules est blanche , et ï'auti'e , noire; 
ou toutes deux sont blanches. Danà la première 
hypothèse, la probabilité de l'événement ob- 
servé iKt \ : elle est l'unité ou la certitude dans 
la seconde. Ainsi, en regardant ces hypothèses, 
comme autant de causes ; on aura pour le sixième 
principe, ^ et | pour leurs probabilités respec*- 
tîves. Or, si la première hypothèse a lieu , la 
probabilité d'extraire une boule blanche au troi- 
sième tirage est ^ : elle égale l'unité, dans la se- 
conde hypothèse; en multipliant donc ces der- 
nières probabilités, par celles des hypothèses 
correspondantes; la somme des produits, bu ^ 
sera k probabilité d'extraite une boule blanche 
au troisième tirage. 

Quand la probabilité d'un événement siAiple 
est inconnue, on peut lui supposer également 
toutes les valeurs depuis zéro jusqu'à l'unité. 
La probabilité de chacune de ces hypothèses , 
tirée de l'événement observé , est par le sixième 
principe , une *fractioa dont le numérateur e^t 
la probabilité de l'événement dans cette hypo- 
thèse , et dont le dénominateur est la somme 



SUR LES PROBABILITÉS. ^6 



i:» 



: 



d«6 {HTobabîUtés sembkbles relxtrres à lotfted les 
hypothèses. Ainsi k probabilité que la ptesibi*» 
lité de levèùement est Comprise âans des li- 
mites donàees ^ est la somme des fractions com^ 
prises dans ces limites. Maintenant^ si l'oii 
multiplie chaque fraction ^ par la probabilité de 
1 événement futur ^ détemiinëe dans l'hypothèse 
correspondante ; la somme des produits relatif 
à toutes les hypothèses sera psu* le septyme 
principe, la probabilité de l'événement futur, 
tirée de l'événement observé. On trouve ainsi 
qu'un événement étant arrivé de suite , \m 
nombre quelconque de fois ; la probabilité qu'il 
arrivera eiioote la fois suivante , est égale à 
ce nombire augmenté de l'unité , diviirà par le 
même nombre augmenté de d«ux unités. En fai*- 
sant , par exemf^ , remonter la pl^B sâteiem^ 
épo(|ue de fÊistoire , h cinq mille am , ou à 
1 82621 5 jours, et le soleil s'étant levé oconstam- 
ment dans cet intervalle, à chaque révolution 
de vingt-quatre heures; il y a 1 82621 4 à parier 
contre un^ qu'il se lèvera encore demain. Mais 
ce ncNmbre est incomparablement plus fort pour 
^elui qui connaissant par l'ensemble de£^ phéno- 
mènes, le principe régulateur des jours et des 
saisonsy voit q^ rien dam te moment actuel, né 
peut en anrèter le coijéts. 
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Bu£fon f dans son Arithmétique politique^ cal-- 
cule différemment la probabilité précédente. Il 
suppose qu'elle ne diffère de l'unité , que d'une 
fraction dont le numérateur est Tunité , et dont 
le dénominateur est le nombre deux élevé à une 
puissance égale au nombre des jours écoulés de- 
puis l'époque. Mais la vraie manière de remon- 
ter des évènemens passés , à là probabilité des 
cauys et des évènemens futurs^ était inconnue 
à cet .illustre écrivain. 

De V Espérance. 

La probabilité des évènemens sert à détermi- 
ner l'espérance ou la crainte des personnes inté- 
ressées à leur existence. Le mot espérance a 
diverses acceptions : il exprime généralement 
l'avantage de celui qui attend un bien quelcon- 
que ^ dans des suppositions qui ne sont que pro^ 
bables. Cet avantage^ dans la théorie des hasards, 
est le produit de la somme espérée, par la pro- 
babilité de l'obtenir: c'est la somme partielle 
qui doit revenir lorsqu'on ne veut pas courir les 
risques de l'évènemei^t , en supposant que la ré-^ 
partition se fasse proportionnellement aux prb-^ 
habilités. Cette répartition est la seule équitable, 
lorsqu'on fait abstraction de toutes circonstances 
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étrangères ; parce qu'un égal degré de probabi- 
ï lîté, doÀe un dwit égal sur la somme espérée. 

' Nous nommerons cet avantage^ espérance ma" 

thématique. 

Lorsque Tayantage 4épend de plusieurs évè-Vni« Principe. 

nemeiks; on l'obtient^ en prenant la somme des 
I produits de la probabilité de chaque événement, 

1 par le bien attaché à son arrivée. 

I Appliquons ce principe à des exemples. Sup-r 

posons qu'au jeu de croix ou pile , Paul reçoive 
deux francs , s'il amène croix au premier coup, 
et cinq francs , s'il ne l'amène qu'au second. En 
multipliant deux francs , par la probabilité ^ du 
premier cas^ et cinq francs, par la probabilité ^ 
du second cas ; la somme des produits , pu deux 
^ francs et un quart sera l'avantage de Paul. C'est 
la somme qu'il doit donner d'availce à celui 
qui Im a fait cet avantage ; car pour l'égalité 
du jeu, la mise doit être égale à l'avantage qu'il 
procure. 

Si Paul reçoit deux francs , en amenant croix 
au premier coup , et eihq francs en l'amenant au 
.|^ 2 second. coup, dans le cas même où il l'aurait 
amené au premier; alors la probabilité d'amener 
croix au second œup, étant ^; en mujjitipliant 
deux francs et cinq francs par ^ , la somme de 
:es produits; donnera trois francs et demi pour 
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l'avantage de Paul, et par conséquent pour sa 
mise au jeu. 
rxe Principe. Dan3 uue série d evènemens probables , dont 
les uns produisent un bien , et les autres , une 
perte ,• on aura l'avantage qui en résulte , en fai- 
sant une somme des produits de la probabilité 
de chaque événement favorable ,^ par le bien 
qu'il procure; et en retranchant de cette somme, 
celle ^ des produits de la probabilité de chaque 
événement défavorable , par la perte qui y est 
attachée. Si la seconde somme l'emporte sur la 
première , le bénéfice devient perle , et l'espé- 
rance se change en crainte. 

On doit toujours, dans la conduite ^e la vie ,* 
faire en sorte d'égaler au moins , le produit du 
bien que l'on espère, par sa probabiHté, au pro- 
duit semblable relatif à la perte. Mais il est né- 
^ cessaire pour y parvenir, d'apprécier exactement 
les avantages , les pertes , et leurs probabilités 
respectives. Il faut pour^ela, une grande justesse 
d'esprit, un tact délicat, et une gnande expé- 
rience des choses : il faut savoir se garantir des 
préjugés , des illusions de la crainte et de l'espé- 
rance , et de ces fausses idées de fortune et de 
bonheur, dont la plupart des hommes bercent 
leur amour-propre. 

L'application des principes précédens , à la 
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question suivante^ a beaucoup exercq les geo^ 
mètres* Paul joue à croix ou pile^ avec la con*- 
dition de recevoir, deux franês , s'il amène croix 
au premier coup ; quatre francs , s'il ne l'amène 
qu'au second ; huit francs , s'il ne l'amène qu'au 
troisième, et ainsi de suite. Sa mise au jeu doit 
être, par le huitième principe, ëgale au nombre 
des coups ; en sorte que si la partie continue à 
l'infini , la mise doit être infinie* Cependant , 
aucun homme raisonnable ne voudrait exposer 
k ce jeu , une somme même modique, cinquante 
francs, par exemple. D'où vient cette différence 
entre Je résultat du calcul , et l'indication du 
sens c<Hiimun ? On reconnut bientôt , qu'elle te- 
nait à ce que l'avtmtage moral qu'un bien nons 
procure, n'est pas proportionnel à ce bien, et 
qu'il dépend de mille éirconstanôes souvent très 
difficiles à défiilir, maiâ dont la plus générale 
et la {dus importante est celle de la fortune. En 
effet ^ il est visible qu'un franc a beaucoup plus 
de prix pour celui qui n'eu a cpié cent, que pour 
un millionnaire. On doit donc distinguer dans 
le hiÊfsBL espéré , sa valeur absolue de sa valeur 
relativia : celle-ci se rè^ sur les motifs qui le 
font désirer ; au lieu que la première en est in- 
dépendante. On ne peut donner de principe gé- 
néral , pour apprécier cette valeur relative. En 
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* 

voici cependant un propose par Daniel Ber- 
nouilli , et qui peut servir dans beaucoup de 
cas. * 

X^ Principe. La valcur relative d'une somme infiniment 
petite , est égale à sa valeur absolue divisée par 
le hien total de la personne intéressée. Cela sup- 
pose que tout homme a un bien quelconque 
dont la valeur ne peut jamais être supposée 
ntdle. En eflfet, celui même qui ne possède rien, 
donne toujours au produit de sori travail et à 
ses espérances , une valeur au moins égale à 
ce qui lui est rigoureusement nécessaire pour 
vivre. 

Si Ton applique l'analyse, au principe que 
nous venons d'exposer ; on obtient la règle suir- 
vante. 

En désignant par l'unité, la partie de la for- 
tune d'uLU individu, indépendante de ses expec- 
tatives j si Ton détermine les diverses valeurs 
que cette fortune peut recevoir en vertu de ces 
expectatives, et leurs probabilités ; le produit 
de ces valeurs élevées respectivement aux puis- 
sances indiquées par ces probabilités , sera la 
fortune ptysique qui procurerait à l'individu , le 
même avantage moral qu'il reçoit de la partie 
de sa fortune , prÎ3e pour unité , et de ses ex- 
pectatives ; en retranchant donc l'unité , de ce 
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produit j la différence sera 'Faccroissement de la 
fortune physique , dû aux expectatives : nous 
nommerons, cet accroissement , espérance mo^ 
raie. Il est facile de voir qu'elle coïncide avec 
l'espérance mathématique , lorsque la fortune 
prise pour unités devient infinie par rapport 
aux variations qu'elle reçoit des expectatives. 
Mais lorsque ces variations sont une partie sen^ 
sible de cette unité y les deux^ espérances peu- 
. vent différer très sensible^ient^ entre elles. 

Cette^ règle conduit à des résultats conformes 
aux indications du sens coinmun ^.que l'on peut 
par ce moyen ^ apprécier avec quelque exacti^ 
tude. Ainsi dans la question précédente^ on 
trouve que si la fortune de Paul est de deux 
cents francs; il ne doit pas raisonnablement met-^ 
tre au jeu y plus de neuf francs. La même règle 
conduit encore à répartir le danger , sur plu- 
sieurs parties d'un bien que l'on attjend^ plutôt 
que d'exposerte bien tout entier au même dan- 
ger. Il en résulte pareillement qu'au jeu le plus 
ëgal^ la perte est toujours» relativement plus 
'iù gr^i^de que le gain. En supposant par exemple^ 
qu'un jouieur ayant une fortune de cent francs, 
en expose cinquante au jeu àe croix ou pile; sa 
fortune après sa mise au jeu ^ sera réduite à qua- 
'•* tre-vingt-sept francs,, c'est-à-dire que cette der- 
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nière somme procurerait au joueur le même 
avantage moral ,- que l'état de sa fortune après 
sa mise. Le jeu est donc désavantageux , dans 
le cas même où la mise est égale au pioduit de 
Ut somxi^ espérée , par sa probabilité. On peut 
juger par là de l'immoralité des jeux dans les^r 
quels la somme espérée est au - dessous de ce 
produit. Us ne subsistent que par les faux rai- 
sOnnemensat par la cupidité qu'ils fomentent^ et 
qui portant le peuplera sacrifier son nécessaire ^ 
à des e^érances chimériques dont il est hors 
d'état d'apprécier l'invraisemblance^ sont la 
aource d'une infinité de maux. 

Le désavantage des jeux^ l'avantage de ne pas 
exposer au même danger ; tout le bien qu'on at«- 
tend^ et tous les résultats semblables indiqués 
pgjr le boa sens^ subsistent, quelle que soit la 
fonction de la fortune physique qui , pour chaque 
tndivid|ii, exprime sa fortune morale. Il suffit 
que Je rapport de l'accroissement 'de cette fonc- 
tion à l'accroissisment de la fortune physique , 
diminue à mesure t|ue celle-ci augmente. 
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• ■ . 

Des méthodes analjtîijues du Calcul dçs 

Probabilités. 

L'application des principes que nous venons 
d^exposer, auK diverses questions de probabilité , 
exige des méthodes dont la recherche a donné 
naissance h plusieurs branches de FAnaljse ^ et 
spécialement à la théorie des combinaisons ^ et 
au calcul des différences finies. 

Si Ton forme le produit des binômes ^ Tunité 
plus fine première lettre ^ IWité plus une se^ 
cônde lettre , 1- toiité plus une troisième lettre , 
et ainsi de suite , jusqu'à n lettres ; en retran- 
chant i^iinité^ de ce produit développé, on aura 
la'$omme des combinaisons de toutes ces lettres 
prises tme à nne /deux à*detix , trois à trois , etc. ; 
chaque .combinaison ayant l'unité , pour coeffi- 
cient, ïdur avoir le nombre dies combinaisons 
de ces n lettres prises i à ^ , on observera que si 
Fan suppose ces lettres égales entue elles , le 
produit précédent deviendra la puissance w^du 
binôme 9 un plus la première lettre; ainsi le 
^ nombre des combUaisons des n lettres prises 
sks^ sera le coefficient de la puissance s de la 
première lettre , dans le développement de ce 
binôme ; on aura donc ce nombre , par la for- 
ïïrtSe connue du binôme. 
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On aura égard à la situation respective de$ 
lettres dans chaque combinaison ^ en olisenrant 
que si l'on joint une seconde lettre à la pre- 
mière^ on peut la placer au premia: et au se- 
cond rang; ce qui donne deux combinaisons^ 
Si l'on joint à ces combinaisons , une troisième 
lettre • on peut lui ilonner dans chaque combi- 
naison, le ^er , le- second et le troisième 
r^g j ce qid forme t«>is combinaisons relatives 
à chacune des deux autres ; en tout , six com- 
binaisons. De là il est facile de conclure que le 
nombre des arrangemens dont s lettres sont sus- 
ceptibles , est le produit des nombres depuis l'u- 
nité jusqu'à ^; il faut donc pour avoir égard à la 
situation respective des lettres^ multiplier par 
ce produit ^ le nombre "Ues combinaisons des n 
lettres prises .s ks} ce qui revient à supprimer 
le dénominateuj^ du coefficient du terme du bi- 
nôme , qui exprime ce nombre. 
. Imagino^ une lotterie composée de n numé*» 
ros dont r sortent à chaque tirage : on demande 
la probabilité de la sortie de s numéros donné» 
dans un tirage. Pour y parvenir, on formera une 
fraction dont le dénominateur sera le nombre 
de tous les cas possibles , ou des combinaisons 
des n numéros pris r à r^ et dont le numéra- 
teur sera le nombre de toutes ces combinaisons 
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i qui c0iitieiittiÈitï*lfâ; ^ numéros donnés. Ce det»- 

i" nier noriibre est étidemmenf irelui des combl- 

^ nâisonâ deê autres nntnéros pris n moins skn 

I moins s. Cette Caution sera la probabilité dé- 

! tsïûnééef et l'on W<M^tb facilement qu'elle se 

j réduit à ôHÉf fraction dôiit le numérateur est 

; le ttdmbrè des combiitaisons de r numéros pris 

[ ^ à ^ , et dont le dénominateur est le nombre 

p- des cOiflbîùaisonS des n numéros pris sembla- 

^ blemetit ^ à ^* Ainsi j dans la loterie de France, 
formée > (k>mme on sait , de 90 numéros dotit 
cinq sortent k thaquè tirage; la probabilité 
de la sortie d'tin extrait donné est -^ an ^s; 
h Jot^^ dtevrait* dotie alots pour l'égalité du 
j«uy Kndre diit-htiît fois la mise. Le nombre 
total des combinaisons deux à deux , de 90 nu-* 
méros est 4oo5 , et celui des combinaisons deui 
*à déU3t>, de cinq nuinéros^ est dix. La proba- 
bilité de la sortie d'un ambe *donné est donc 
-^-^-g et là loterie devrait rendre alors quatre 
cents fois et demie, la mise : elle devrait la 
retiâre 1174^ fois pour un terne, 5iio58 fois 
pour un quaterne , et 43949^68 fois pour un 
qtunQ;*La loterie est loin de faire aux joueurs , 
ces avantage». 

Supposons dan^ une urne, a boules blancïies 
el b boules iioifeS; et qu'après^ en avoir extrait 
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une boule y on la remette dans Fume ; on de- 
mande la probabilité que dans» le nombre n de 
tirages, on amènera m boules blanches et n moins 
m boules noires. Il est clair que 1^ nombre de 
cas qui peuvent arriver à chaque tifage est a plus 
b. Chaque cas du second tirage y pouvant se comr 
Huer avec tous les cas du premier ; le nombre 
de cas possibles en deux tirages , est le carré du 
binôme, a plus h. Dans le développement de«ce 
carré , le carré de a exprime le nombre des cas 
dans lesquels on amène dei^x: fois une boule 
blanche; le double produit de a par b , exprime 
le nombre des cas dans lesquels une boule blan- 
che et une boule noire sont amenées ; enfin' le 
carré de b exprime le nombre des cas dans iW 
quels on amène deux boules noires. En conti- 
nuait ainsi , on voit généralement que la puis- 
sance n du binôme a plus b^ exprime le nombre 
de tous les cas possibles dans n tirages \ et que 
dans le développement de cette puissance, le 
terme multiplié par la puissance , m de a , ex- 
prime le nombre des cas dans lesquels on peut 
amener m boules blanches, et n moins m boules 
noires. En divisant donc ce terme par la puis- 
s«»ice entière du binôme, on aura la probabilité 
d'amener m boules blanches et n moins m boules 
noires* Le rappoij: des nombres a, et a fJus^ ^ 
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ctatit la prc]^|d>iUté d'amener une boule <blanche 
f dans un tirage; et lé" rapport des nombres b, et 

a plus h y étant la^probabilité d'amener pne boule 
noire; si l'oii nqpoane p et q ces probabDités , la 
probîdbîlité d'amener m boules blanches ^ dans h 
tirages^ sera le terme multiple par ta puissance 
m de p'y dans le développement de la puissance 
n du bin^oie p plus q : on ^ut observer que la 
somme p plus q est l'unité. Cette propriété re- 
marquable du binôme, est très utile dans la théo- 
rie des.ptobabilitésw 
"" . JMbis la méth^e la plus générale et la plus 
• directe ^ pour x:ésoudre les questions de proba- 
'lÂtité, consiste à les foire dépendre d'équations 
* aux différences. En comparant les états succes- 
sifs de la fonction qui exprime la probabilité , 
^ lorsque l'on fait croître les variables , de leurs 
différesices respectives; la question proposée 
fournit souvent un rapport très simple entre ces 
états. Ce rapport est ce que Ton nomme équa^ 
tîon aux différences ordinaires , "ou partielles / 
ùitdinaires , lorsqu'il n'y a qu'une variable ; par- 
tielles j l<H^qu'il y en a plusieurs. Donn'on&Hen 
. quelques exe^nplès. 

'Erois loueurs dont . le»' forces sont supposées 
les mêmes, jouent ensemble aux conditions sui- 
vante?. Celui des ^deux premiers joueurs , qui 
' ' '5.. 
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ffÊff^e son adr^aire^ joue aV)^ le troisième , et 
s'il le gagne ^ la partie est fiïiie. S'il est vaincu y 
kl vainqueur joue avec l'autre^ et ainsi de suite y 
jusqu'à ce que l'un des joaeur9 mt gagné C(xnsé*« 
cativément les deux autres, ce qui temiine la 
partie ; on âenoande la probabilité que la partie 
sera finie dans un nombre quelconque n de 
coups. Cherchdiis. d'abord la j^obabilitë qu'elle 
finira prëci^mentau^coitpTî. Pour cela^ le joueur 
qui gagne ^ doit entrer au jeu^ au coup n moiitô 
un , et le gagner ainsi que le coup suivant. Mids 
si au lien de gagner le coup n inoins un , il était 
vaincu par son adversaire } celui - ei venant de 
gagner l'autre joueur^ la partie finirait à ce coup. 
Ainsi la probabilité qu'un des joueurs entrera ' 
au jeu f au coup n moins un , et le gagnera , est 
égale à celle que la partie finira précisément à 
ce coupj et comme ce joueur .doit gagner le 
coup suivant, pour que la partie se termine au 
c&tip n i là probabilité de ce dernier cas , ne sera 
qti'uiî demi de la précédente. Cette probabilité 
est évidemment nm fonction du nombre ft; 
teite fonction est dottjp égale k ià moitié de k 
même fonction , lorsqu'on y dintintie n, de Tu- • 
ittté. Cette égalité fo«rtne une àè ces équatioÉfisfque 
Fott tiùttttùé équations aux diffërencesft^sor^ 
dîfiaires. 
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On peut déterminer &alement k son moyen , 
Id probabilité que h partie finira précisément à 
un coup quelconque. Il est visible que la partie « 
ne peut finir au jJus tôt j qu'au second coup j et 
pour celt^ il est nécesisaîre que celui des deux 
< premiers joueurs qui a gagné son adversaire , 
gagne au second ^oup , le troisième joueur ; la 
{irolâibilîté que la partie iînira à ce coup , est 
êimc f . De Ik , en vertu de l'équation précé- 
dente /en conclut que les probabilités successives 
de la fin de la partie^ sont ^ pour 4e troisième 
coup, I pouT*^fe quatrième , etc. i et générale- 
ment féleré à la puissance, n moins un, pour 
le F^**^ coup. La somme de toutes ces puissances 
de 'j est l'unité moins la dernière de ces puis^ 
fiances; c^est la probabiUté que la partie sera ter- 
inînée , au plus tard , dans n coups. 

Cràtâidërons i^Gtcore le premier problème un 
peu difficile, que Fon ait résolu sur lés probabi- 
lités et que Pascal proposa de résoudre , à Fer^ 
mat. Deux jmieurs A et B, dont les adresses sont 
agiles, jouent ensemble avec la condition que 
celui qui le premier , aura vaincu l'autre uil 
nombre doi^ de fois , gagnera la partie, et em- 
portera la sotnme des mises au jeu : après quel- 
.^ crues o6ups,lés joueurs conviennent de se reli- 

r ^àns ^voir terminé la partie; on demande 
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de quelle matiièté, cette somme doit être parta- 
gée entré eux. Ilest visible que les parts doivent 
être proportionnelles aux probabilités respecti-r 
ves de gagner la partie ; la question se réduit 
donc à déterminer ces probabilités. Elles dépen- 
dent évidemment des nombres de points qui 
manquent à chaquQ joueur *pour atteindre le 
nombre donné. Ainsi^a probabilité de A est une 
fonction de ces deux nombres que nous nom- 
merons indices. Si les deux joueiïts convenaient 
d.e jouer un coup de plus ( convention qui ne 
change point leur sort, pourvu qu'après ce nou- 
veau coup , le partage se fasse toujours propor- 
tionnellement aux nouvelles probabilités de ga- 
gner la partie) ; alors , ou A gagnerait ce coup, 
et dans ce cas, le nombre des points qui lui 
manquent , serait diminué d'une unité ; ou le 
joueur B le gagnerait, et dans ce cas, le nombre 
des points manquans à ce dernier joueur de- 
viendrait moindre d'une unité. Mais la probabi- 
lité de chacun de ces cas est \ ; la fonction cher- 
* çhée est donc égale à la moitié de cette fonction, 
idans laquelle on diminue de l'unité , le premier 
indice; plus à la moitié de la même fonction 
dans laquelle le second indice est diminué de 
l'unité. Cette égalité est une de ces équations que 
l'on nomme équations aux différences partielles . 
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da peut dëterminar à son moyen , les proba- 
bilités de A ^ en partant des plus petits nombres, 
et en observant que la probabilité ou la fonction 
qui l'exprime est égale à Funité, lorsqu'il, ne 
manque aucun point au joueur A , ou lorsque le 
pjpemier indice est tnul; et que cette fonction de- 
vient nulle 9 avec le second indice. En su{)f>osant 
ainsi qu'il ne manque qu'un point, au joueur A; 
on trouve que sa probabilité est i ,.|, |, etc. , 
suiv^mt qu'il manque à B, un point, ou deux , 
au trois , etc. Généralement , eUe est alors 
runité , moins la |wissance de ^ égdie au nom- 
bre des points qui manquent à B. On suppo- 
sera ensuite qu'il manque deux points au joueur 
A , et||['on trouvera sa probabilité égale k^, ^ , 
f^ , etc. ^ suivant qu'il n^anque à B ^ un point , 
ou deux , ou trois , etc. On supposera encore , e 

c[u'il nxanque troiç points au joueur A , et ainsi 
de suite. ^ 

Cette manière 4'<^tenir les valeurs succes- 
sives d'une quantité , au moyen de son équation 
aux différences , est longue et pénible. Les géo- 
mètres ont cherché des méthodes pour avoir la 
fonction générale des indices , qui satisfait a cette 
équation, en sorte qœ l'on n'ait besoin pour 
chaque cas partiqulier, que de substituer dans 
::ette fonction , le& valeurs, conespondantes des 



4p essai ifmio^vmQUK 

ÛK^c§$. Gomiliéroii^ cet cj^pt, d'un^ uiajajubre 
fpmrsii^. PourceU, concevons une suite de.tçbr 
mû$ disposée sur tm0 ligne horizontale , et tek 
qpfi chacum d'pu^ dérive des précédeps , i^uiv^i^ 
une loi dcmnée. Supposons cette loi exp^imi^^ 
par uii^ (équation entre plusieurs termes cQxmr 
jmtifs , ^ lenr indice ou le nombre qui indiqius 
le rang qu'ék ocicupent dpna la sorie. Gett^ équa- 
thm est pé que je nonwie équation aux différ 
rence^Jini^ à un seul indice. L'ordre ou le de* 
^é de cette équation est la différence du rang 
de ses deux termes extrêmes. On peut à son 
moyen > déterminer successivement les termes 
de la série 9 et la continuer indéfiniment; mais il 
fau|; pour cela , connaître un nombre dei^enpes 
de la série , égal au degré de l'équation. Ces terp 
mes sont les constantes arbitraires de l'expression 
du terme général de la sérip^ ou de l'intégrale 
de l'équation aux différences. 

Concevons maintenant ^ au-dessus des termes 
de la ^érie précédente > une seconde série de ter- 
mes disposés horizontalement; concevons en- 
core au-dessus des termes de la seconde série y 
une troisième i^rie horizontale^ et aii^i de suite 
à l'infini; et supposons les termes de toutes pès 
^ries , liés par une équation générale entre plu- 
sieurs termes cqusécutifs^ pris tant dans le sens 
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h|9|4wwt4l> que àûw h jséBS vertioal^ et Ibs nom^r 
bres qui indiquent leur rang dans }fis âmâx 
sem. Cii^tte finition est ce que je nomme équor- 
thn oié^ iUfférences finies partielles à Jeuûo inr 

4iP^f 

Cpwe^Qm paireillement au-? dessus du plan 

4es senfis préoëdentes^ un sepond plan de séries 
semblables ddnt les tprmes soient placés respec* 
tfvement au - dessus de ceux du premier plan : 
concevons ensuite au-dessus de ce second plan , 
rai troisième plan de séries semblables, et ainsi à 
Vînfini : supposons tous les termes de ces séries , 
liés par une équation entre plusieurs termes con- 
sécutifs | pris dans les sens de la longueur, de la 
Igrgeitif et de la profoncjeiu'^i et les trois non^- 
Jjres qui in^^q^ent leur rang dans ces trois sens. 
Vé^\fi équation est c^ q^e je nomflie équation 
çLifM dijfferer^çes finies partielles à trois indices. 

.]^fyi,mim^v^m*' l^ei^Qse, 4V^ ïPêBière 

-ah^Jr#ite Çt infj#p§n4ftiatç ffes diinensions 4e l'ç^ 
fm» ^ im^mm^ g^rrfeiîieiit un système 4^ 

#r4n40n?%qu| ^piwt fQBctîQns dV iwipbrç quel- 

qcHiqvie iç^'iiidii^^ €|t siii^posons e^tre ces g]piin-r 
Âevm r \^m diff^çeiîiûss rejatiyes k cps i»diçes , 
et les {n4ia^ ?U¥n-niême^, aut^t d'équîttio^s 
.quïl y a de ces jgrandeura ; ces équations seront 
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•aux d^rences finies partielles à un nombre 
<|uelconque d'indices. 

On peut a leur moyen ^ déterminer successi- 
vement ces grandeurs. Mais de même que 1 e-^ 
quation à un seul indice exige pour cela^ que l'on 
connaisse un certain nombre de termes de là sé- 
rie ; de même l'équation à deux . indices exige 
que l'on connaisse vfae ou plusieurs lignes de sé- 
ries dont les termes g^éraux puissent être ex- 
primés^ chacun par uïie fonction arbitraire d'un 
des indices. Pareillement /l'équation à trois in** 
dices exige que l'on connaisse un ou plusieurs 
plans de séries dont les termes généraux puissent 
être exprimés, chacun par» une &>nction arbi- 
traire de deux indices ; ainsi de suite. Dans tous 
ces cas , on pourra par des éliihir^tions succès^ 
sives, déterminer un terme quelconque des sé- 
ries. Mais toutes les' équations entre lesquelles 
on élimine , étant comprises dans un même sy- 
stème d'équations; toutes les expressfbs» des ter- 
mes successifs que l'on obtient par ces élimina- 
tions doivent être comprises dans une expression 
générale , fonction des indices qui déterminent 
le rang du terme. Cette expression est l'inté- 
grale de l'équation proposée aux différences, et 
sa. recherche est l'objet du Calcul intégral. 

Taylor est le premier qui dans son ouvrage 
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intitulé Meth^us incrementorum , ait considéré 
les équations linéaires aux différences finies. Il 
y*donne la manière d'intégrer celles du premier 
ordre, avec un coef&cient et un dernier terme , 
fonctions de Findice. A la vérité , les relations 
des termes des progressions arithmétiques et géo* 
métriques que l'on a considérées de tout temps, 
sont les cas les plus simples des équations li* 
néaires aux différences ; mais on ne les avait pas 
envisagées sous ce point de vue, l'un de c^ux 
qui se rattachant à des théories généi^les , con- 
duisent à ces théories > et sont par là de vérita* 
blés découvertes. 

Vers le liiéme temps , Moivre considéra sous 
.la dénomination de suites récurrentes ^ le^ équa- 
tions aux différences finies d'un ordre quelcon- 
que , à coefficiens constans. Il parvint à les inté- 
grer d'une manière très ingénieuse. Comme il 
est totljoui^ intéressant de suivre la marche des 
inventeurs, je vais exposer celle de Moivre, en 
l'appliquant à une suite "récurrente dont la rela- 
tion entre trois termes consécutifs est donnée. 
D'abord, il considère la relation entre les termes 
con9éciiti£s d'une progression géométrique , ou 
l'équation à deux termes, qui l'exprime. En la 
rapportant aux termes inférieurs d'une unité , 
i| la multiplie dans cet état par un facteur con- 
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«teit, et il retwmehe le produit, de Inéquation 
primitive. -Far là , il obtieat une équation entre 
trois termes oonséeutifs de la progression géo^ 
piébique*. Moivre considère ensuite une seoonde 
progression dont la raison des termes est lé &o^ 
tecir même qu'il vient d'employer. Il diminue 
pa|[veiUemeiit d'une unité , l'indice des termes de 
l'équation de cette nouvelle progression : dans cet 
ét^t, il la multiplie par la raison des ternes de 
la première progression , et il re<iranche )e pro^ 
duit, de réquaijion de la seconde progression , ce 
qni lui donne entre trois termes consécutif de 
cette progression, une relation entièrem^it sera*- 
Uable à celle qu'il a trouvée pour la première 
pi^greasion. Fuis il observe que si l'on ajoute 
terme à terme , les deux progressions ; la même 
i^lation subsiste entre trois quelconques de ces 
sommes consécutives. Il compare les coefficiens 
de oette relation , à ceux de la relation des ter-^ 
me3 de la suite récurrente proposée , et il trouve 
pour déterminer les raisons des deux progres- 
sions géométriques , une équation du second de- 
gré , dont lés racines sont ces raisons. Par là , 
Moivre décompose la suite récurrente , en âeus 
progressions géométriques multipliées ; chacune 
par une constante arbitraire qu'il détermine au 
moyen des deux premiers termes de la suite ré^ 
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cuïtente. Ce procède ingAiiects: est du fond celui 
que d'Alembert a d^pitis employé pour l'inte'gf a- 
tiba de$ équations linéaires »ux différences infi- 
ifhnent petites à cœfficiens constans y et que La- 
grange a transporté aux équations semblables sl 
dlti^^encès finies. 

Ensuite 7 j'ai considère les équations linéaire^ 
atial: £fférences partielles finies , d'abord sous la 
dénomination de siûtes récurro^récurrenfes^ éft . 
après ^ sous leur dénomination propre. La ma-* 
mère là pltts générale et la plus simple d'intégrer 
toutes ces équâitions^ me paraît être celle qne j'ai 
folidée sttÉ la cdâéidération des fonctions généra-* 
trice8"4<î»t voici l'idée. 

Si l'isto conçoit tme fonction V d'iïne variable 
t, développée^ suivant les puissances de cette 
variable j le coefficient de l'une quelconque de 
ces puissances*^ sera une fonction de l'exposant 
ou indâ:e de cette |)ui^ance , indice que je dé- 
signerai péàl^ se. V est ce que je nomme fonction 
génératrice éè ce tftiëffident , ou de la fonction 
de Vkdîce. 

MaMI^àïEt^ si J'ôn rtraltiplie la série du dé- 
veloppftfltetit de V, par une fonction de la même 
tiÊtiêtiie y telle , par exéftiple , que l'unité plus 
deiax fois eette tafiable ; le produit sera une 
ndutelle fonction génératrice dans laquelle le 
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coefficient de la puissance x de là variable t 
sera égal au coefficient de la même puissance 
dans V, plus au double du coefficient de la 
puissance inférieure d'unér unité. Ainsi la fonC^ 
tion de l'indice Xy dans le produit^ égalera la 
fonction de l'indice x dans V/ plus le double de 
cette même fonction dans laquelle l'indice est 
diminué de l'unité. Cette fonction de l'indice 
Xy est ainsi une dérivée de la fonction du même 
indice dans le développement de V, fonction 
que je nommerai fonction primitive de l'indice. 
Désignons la fonction dérivée, par la caractéris- 
tique cT placée devant la fonction primitive. La 
dérivation indiquée par cette caractéristique dé- 
pendra du multiplicateur de V , que nous nom- 
merons Ty et que nous supposerons développé, 
comme V^ par rapport aux puissances de la va- 
riable t. 

Si l'on multiplie de nouveau par T, le produit 
dé V par T, ce qui revient à multiplier Vpar 
le carré de T ; on formera une troisième fonction 
génératrice dans laquellip le coefficient de la 
puissance xàet^ sera ime dérivée semblable du 
coefficient correspondant xlu produit précédent f 
on pourra donc l'exprimer par la même caracté- 
ristique S'y placée devant la dérivée précédente f 
et alors cette caractéristique sera deux fois écrite 
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devant la fonctiou primitive de x. Mais au lieu 
de réc;rire ainsi deux foi| , on lui donne pour 
exposant le nomhre n. . 

En continuant ainsi y on voit, généralement 
que si l'on multiplie \ par la puissance « de T; 
on aura le coefficient de la puissance a: de ^, 
dans le produit de V par la puissance n de T ^ 
en plaç£qit devant la fonction primitive^ la ca- 
ractéristique cT avec n pour exposant. 

Supposons y par exemple ^ que T soit l'unité 
divisée par t\ alors dans le produit de Y par T, 
le coefficient de la puissance x à&ty sera le coef- 
ficient de la puissance supérieure d'une unité 
dans V ; ce coefficient dans le produit de V par 
la puissance n de T sera donc la fonction prjimi- 
tive dans laquelle x est augmenté de n unités. 

Considérons maintenant une nouvelle fonc- 
tion Z de < y développée , eomme V et T , sui- 
vant les puissances de t : désignons par la carac- 
téristique A placée devant la fonction primitive^ 
le coefficient de la puissance j? de ^ , dans le 
prodtut de V par Z ; ce coefficient , dîgas le pro- 
duit de V par la puissance ti de Z, sera ex- 
primé par la caractéristique A affectée de l'expo- 
sant n y et placée devant la fonction primitive 
de X. 
jSi, p^ exemple; Z est éga^l à l'umté divisée 
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paf t f nioîtis un ; le cdéfikieot de k pui£;saace 
^ de ^ dans le produit de V par Z sera le coeffi- 
cient de la puissance x plus un -de t datis V ^ 
mains le coefficient de k puissance x. Il sera 
donc k différence finie de la fonction primitive 
de rindice Xi Alors la caractéristique A indiqué 
une différence finie de la fonction primitive, 
dans le cas où l'indice varie de l'unité; et la 
puissance n de éette caractéristique, placée de- 
vant la fonction primitive, indiquera k diffé- 
rence finie /^*""' def cette fonction. Si l'oiï sup- 
pose qtte T soit l'unité divisée par / ; on aura T 
égal an binôme , Z plus un. Le produit de V 
par k puissance w de T seM donc égal au pro- 
duit, de V par la puissance de n du binôme , Z 
plus un. En développant cette puissance par rap- 
port aui puissances de Z ; les produits de V par 
les divers termes de ce développement seront 
lés fonctions génératrices* de ces mêmes termes , 
da^ns lesquels On substitué, au lieu des puissances 
de Z, les différences finies correspondantes de 
la fonction primitive de l'indice. 

Maintenant le produit de V par la puissance 
/2 de T est la fonction primitive , dans laquelle 
Pindice x est augmentée de n unités ; en re- 
passant donc des fonctions génératrices à leurs 
eoeffiCïetis>, on aura cette " fonction j^ritoitive 
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* aûidi augmentée ^ égule du d^eloppement de k 
put^ance n du blûdme^ Z plus un; pourvu que 
dians ce développethent on substitué, au lieu 

* des puissances de Z, les différences coirespon'^ 
» dàAtes de la fonctioil primitive, et que l'on mul^^ 

tiplie le teilne indépendant de ces puissances , 
par la fiornctîoh' primitive. On aura ainsi la fonc- 
tion primitive dont rindice est augmenté d'un 
ndmbr^ quelconque n y au moyen de ses diffé^ 
rences. 

* En supposant toujorns à T et à Z les valeurs 
préciédentes , on aura Z égal au binôme , T mc^ns 
xm; le produit de Y par la puissance n de Z, 
sera donc égal au produit de V par le dévelop- 
pement de la puissance n du Hnome , T moins 
un. En repassant* des' fonctions génératrices à 
leurs cœfficiens , comme on vient de le faire ; 
on aura la différence w'""' de la fonction primi- 
tive y exprimée par le développement de la puis- 
' sance n du binôme , Témoins un, dans lequel on 
substitue aux puissances de T, cette même fono 
tion dont l'indice est augmenté de l'exposant 
de la puissance , et au terme indépendant de t 
et qui est l'unité , la fonction primitive : ce qui 
donne cette différence au moyen des termeê 
consécutife de cette fonction. 

<f placé devant la fonction primitive , expri- 

4 
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mant la dérivée de cette fonction , qui lïiulti'^ * 
plie . la puissance x de t dans le produit de V 
par T, et A exprimant la tnême dérivée dans 
le produit de V par Z ; on est conduit , par ce ' 
qui précède , à ce résultat général : quelles que . 
soient les fonctions de la variable t , représeri- * 
tées par T et Z ; on peuf dans le développe- 
ment de toutes les équations identiques ^ sus- 
ceptibles d'être formées entre ces * fohcfiolte , 
substituer les caractéristiques cT et A , au lieu 
de T et de Z , pourvu que l'on écrive la fonc- 
tion primitive de l'indice à la suite des puis- 
sances et des produits de puissances des caracté- 
ristiques; et que l'on multiplie par cette fonction^ 
les termes indépendans de ces caractéristiques. 
On peut y au moyen de ce résultait général , 
tratisformer une puissance quelconque d'une dif- • 
férence de la fonction primitive de l'indice œ^ 
dans laquelle x varie d'une unité , en une série 
de différences de la même fonction^ dans les- 
quelles X varie d'un nombre quelconque d'uni- 
tés, et réciproquement. Supposons en effet, que 
T soit la puissance i de l'unité divisée par t^ 
moins un, et que Z soit toujours l'unité divisée 
par t y moins un ; alors le coefficient de la puis- 
sance ^ de ^ , dans le produit de V par T , sera 
le coefficient de la puissance x plus / de t dans 
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V ^ moins le coefficient de la puissance jc de t ; 
il . sera donc Isf diflFérence finie de la fonction 
primitive de l'indice a:, dans laquelle on fait 
varier cet. ^pdice, du nombre L II est facile de 
voir . que T est égal à la différence entre la 
puissance i du birion\e,^Z plus un, et l'unité ; 
la* puissance /i dç T est donc égale à la puis-<- 
sanca n de cette différence. Si, d^s cette éga- 
lité, on su})stitue au lieu de T et de Z les carac- 
térislîques cT et A , et qu'après le développement, 
on pl^ce à la fin de chaque terme la fonction 
primitive à^ l'indice x; on aura la difféirence 
»""' de cette foùction^ dans laquelle a: varie de 
i unités , exprimée par une suite de différences 
(difi la même fonction*, dans laquelle ûo varie 
d'une unité. Cette suite h'est qu'une transforma- 
tion de la différence qu'elle exprime, et qui lui 
est identique ; mais c'est dans de semblables 
transformations que réside le pouvoir de l'a- 
naljse. 

La généralité de l'analyse permet de supposer 
dans cette expression , n négatif. Alors les puis- 
sances négatives de «T et de a indiquent des inté- 
grales. En effet , la différence n'"^" de la fonction 
primitive, ayant pour fonction génératrice le 
produit de V par la puissance n du binôme , un 
divisé par ty moins l'unité ; la fonction primitive 
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qui est Tintégrale n'""^ de cette différence , a- pour 
fonction génératrice ceÛe de la nïême difFéreoce, 
multipliée par la puissance 7) «prise en moins du 
binôme, un divisé par ^/ moins Tufiité ,^ puis- 
sance à laquelle répond la même puissaipce de 
la caractéristique A ; jpe^ puissance ^ indique 
donc une intégrale du même .ordre , l'indice '^x 
variant de l'unité; et les puissances négattives 
de cT indiquent également d^s intégrales , x va- 
riant de» i unités. On voit ainsi de la manière la 
plus claire et la plus simple , la raison d^ l'ana- 
logie observée entre les puissances' jK)sitives et 
les différences I et entre les puis^nces négatives 
et les intégrales. •^ 

* Si la fonction indiquée' par la caractéristique • 
cT pfa^cée devant la fonction primitive , est nuUe; 
on aura tme équation aux diffé|*ences finies, 0t 
y sera la fonction génératrice de son intégrale. 
Pour avoir cette fonction génératrice, on obser- 
vera que dans le produit de V par T, toutes les 
puissances de t doitent disparaître , excepté les 
puissances inférieures à l'ordpe de l'équation au3( 
différences ; V est donc égal à une fraction dont 
T est le dénominateur, et dont le numérateur 
est un poljnoitae dans lequel la puissance. la 
plus élevée de t est moindre d'une unité, que - 
l'ordre de l'équation aux différences. Les coeffi-^ 



'-.H' 



\ 



SUR LES PROBABILITÉS. 55 

• » ■ ■ ■ 

ciens arbitraires des (liv^r^es puîss^^nces de ^f dans 
cépolynoinçy eu y compi^nant la puissance zéro, 
seront déterminés par autant de valeurs de la 
foi^ction primitive dfe l'indice , lorsqu'on y fait 
successivement x égal à zéro , à l'unité , à 
'deux 9 etc. Quand l'équfition aux différences est 
donnée, on^détermine Ten mettant' tous ^s 
termes dans le. premier membre > et zéro dans le 

• second : en substituant dans le premier mem- 
bre , l'unité au lieu de la fonc^on^ qui a le plus 
grand indice ; ht première puissance de t au lieu 
de la fonction primitive * daîis laquelle cet in- 
dice est diminua d'une unité ; la seconde puis- 
sance de ^^ à la foaction primitive où cet 
indice est diminué de deux unités^ et ainsi 
de suite. Le coefficient de la puissance a: de t , 
dans le développement de l'expression précé- 
dente de V sera la fonction primitive de a: , ou 
l'intégrale de l'équation aux différences » finies. 
L'analyse fournit pour ce^ développement, divers 
ntioyens parmi lesquels on peut choisir celui 
qui est le plus propre à la question proposée; ce 

qui est un avantage de cette 'méthode d'inté- 
gt^ation^ 

• Concevons maintenant que V soit une fonc- 
tion des deux variables t et t', développée sui- 
vant les puissances et les produits de ces variables^ 
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le coefficient d un pro4uk quelconque des puis- 
sances x et x de ^ et de t\ sera une fonctiôades 
exposans ou indices x et a:' de ces puissances ; 
fonction que je nommerai fonction primithe , et 
dont V est la fonction génératrice. 

Multiplions V par une fonction T des deux* 
variables t et t'^ développée , comme V^ par rap- 
port aux puissances et aux produits de ces varia- 
bles; le produit sei:a la fonction génératrice d'une . 
dérivée de la fonction primitive : si T, par exem- 
pie, est égal à la variable t * plus à la variable t'^ 
moins deux ; cette dérivée sera la fonction pri- ■ 
mitive dont on diminue de l'unité l'indice x ^ 

m 

plus cette même fonction primitive dont on 
diminue de l'unité l'indicé x\ moins deux fois 
la fonction primitive. En désignant , quel que 
soit T, par la caractéristique «T placée devant la 
fonction primitive , cette dérivée ; le produit de 
V par la puissance n de T sera la fonction gé- 
nératrice de la dérivée de la fonction primitive , 
devaut laquelle on place la puissance n de la 
caractéristique cT. De là résultent des théorèmes 
analogues à ceux qui sont relatifs au^ fonctions 
d'une seule variable. ^ 

Supposons que la fonction indiquée par la ca-* 
ractéristique «T soit zéro ; on aura une équation 
aux différences partielles : si , par exemple , on 
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fait , comme ci-4essus , T égal à la variable t , 
pliis à Ja variable ^', moins deux; on a, zéro 
r égal à la fonction primitive dont on diminue 

de l'unité l'indice or, plus la même fonction dont 
on diminue de l'unité l'indice x' , moins deux 
fois la fonction primitive. La fonction généra- 
'trice V de cette fonction primitive ou de l'inté- 
grale de cette équation, doit donc être telle que 
son produit par T ne renferme point les pro- 
'duits de t par^'; mais V peut renfermer sépa- 
rément les puissances de ^ , et celles de f, c'est- 
"k - dire une fonction arbitraire de ^ , et une 
- fonction arbitraire de ^' j V est donc une frac- 
tion , dont lé numérateur est la somme de ces 
deux fonctions arbitraires • et dont T est le dé- 
. • nominateur. Le coefficient du produit de la puis- 
\ sance x àe t ^ par la puissance x^ de V, dans le 

développement de cette fraction, sera donc l'in- 
tégrale de l'équation précédente aux différences 
partielles i Cette méthode d'intégrer ce genre 
-d'équations me parait être la plus simple et la 
plus "^facile , par l'emploi des divers procédés 
analytiques pour le développement des frac- 
tions rationnelles. 

De plus amples détails sur cette matière , se- 
, raient difficilement entendus sans Ife secours du 
calcul. 
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En considëFant les équation^ aux différences 
partielles infiniment petites comme des équations 
aux différences partielles finies, dans lesquelles 
rien n'est négligé; on peut éclaircir les points ob- 
scurs de Wur calcul , qui ont été le sujet de grades 
discussions p4nni les géomètres. C'est ainsi que 
j'ai démontré la possibilité d'introduire des fonc- 
tions discontinues dans leurs intégrales . pourvu 
que la discotitinuité n'ait lieu que pour les diffé- 
rentielles de l'ordre de ces équations , ou d'un * 
ordre supérieur. Les résultats transcendans du 
calcul sont comme toutes les abstractions de l'en-^' 
tendement , des signes généraux dont on ne 
peut connaitre la véritable étendue, qu'en re- 
moiitant par l'analyse méta^bysiqùe aux idées 
élémentaires qui y ont èonduit : ce qui pré-« 
sontQ souvent de grande;^ difficultés; car l'esprit 
h\imain 011 éprouva moins encore à se porter en 
avant, qu'fi se repliet sur lui-^même. 

Jja comparaison des différences infiniment pe^ 
tites avec les différences finies peut semblable-' 
meut répandre un grand jour sur la métaphysi- 
que du calcul infinitésimal 

On prouve facilenient que la différence finie 
^iemt d'mi0 fonction , dans laquelle l'accroissemait 
d« là vanable est Ë^ étant divisée par la puis- . 
sance n de E; le quotient réduit çn série par 
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rapport aux puiSsanices de l'accrdlssemeat Ç , est 
formé d'un premier terme indépendant de E. A 
mesure que E diminue^ la série approche de plus 
en plus de^cé premier terme , dont elle peut ainsi 
t ne digérer que de quantités moindres que toute 
grandeur çssignable. Ce terme est donc la li- 
mite de la série , et il exprime dans le calcul 
différenliel la différence infiniment pçtite n''"^ 
de }a fonction , divi^ par la puissance n de l'ac- 
croissemeiMt infiniment petit. . » 

En çqnçidérapit sous ce point de vue les diffé- 
rence!^ infiniment petites , on voit que les diverses 
opérations du calcul différentiel reyiennebit à 
conjpansr sqparémQpt dans le développement 
d'expressions identiques , les termes finis ou in- 
dépendans des accnnèsemeiis des variables que 
• l'on j^garde 4X>mme infiniment petits; ce qui 
est. rigoureusement exact , , ces accroissemens 
. * étant indét^miin^. Ainsi le calcul différentiel a 
^ toute l'exactitude des autres opérations algébri- 
ques. 

La même exactitu^ a lieu dans les applica- 
tif à\i c^cul différentiel i la , Géométrie et à 
blHécanique* Si l'on conçoit une courbe cou- 
pée^ par uue sécante dans deux points voisins ; 
en nommant £ l'interyalle des ordonnées de ces 

4 'a 

deux pointe, E sera l'accroissement de l'abscisse 
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depuis la première jusqu a la seconde ordonnée. 
Il est facile de voir que l'accroissement corres^^ 
pondant de l'ordonnée sera le produit de E par 
la première ordonnée divisée par sa sous - sé- 
cante :, en augmentant donc dans l'équation de ^ 
la courbe, la première ordonnée, de cet accrois- 
sement ; on aura l'équation relative à la seconde 
ordonnée : la différence de ces deux équations 
sera une troisième équatioi\ qui développée par 
^rapport aux puissances de E , et divisée par E , 
aura' soii premier terme indépendant de E, 
et qui sera la limite de cç développement. Ce 
terme égalé à zéro donnera donc la limite des 
. sous - séeantes , limite qui «est évidemment la 
sous^tangente. * •* 

Cette manière singulièrement heureuse d'ob- 
tenir les sous-tangentes est due a Fernâat qui l'a 
étendue aux courbes transcendantes. Ce grand 
géomètre exprime par la. caractéristique E, l'ac- 
croissement de l'abscisse ; et en ne considérant 
que la première puissance de cet accroissement , 
il détermine exactement c]pmme on le fait par le 
Calcul différentiel, les sous-tangentes des courbes, 
leurs points d'inflexion , les maxima et minima 
de leurs ordonnées , et généralement ceux des 
fonctions rationnelles. On voit même, par sa 
belle solution du problème de la réfraction de la 
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luïfeière , insëtee dans 1« Recueil des Ijettres de 
Descartes , qu'il «savait étendre sa méthode aux 
foncjdons irrationnelles /en se 'débarrassant des 
irratiomialitéS; par l'éléyation des radicaux aux 
puissances. On doit donc rfega^der Fermât comme 

Ae véritable inventeur du Calcul différentiel. 
NiBvrton. a depuis rendu ce Calcul plus analyti- 
que, dans sa Méthode des Fluxions ; .et il en a 
simplifié et généralisé les procédés , par son beau 
théorème du binôme.. Enfin , presqu'en même 
temps, Leibnitz a enrichi le Calcul. différentiel», 
d'une notation qui en indiquant le passage du 
fini à l'iilfiniment petit , réunit à l'avantagé d'ex- 
primer les résultats généraux de ce calcul , celui 
de donner les premières valeiirs approchées des 
difféiences et des sommes des quantités ; nota* 
tion qui ^est adaptée' d'elle-même au calcul des 
différentielles partielles. 

On est souvent conduit à des expressions qui 
çpntiennent tant de termes et de facteurs , que 

' le^ substitutions numériques y sont impratica- 
bles. C'est ce qui a lieu dans les questions fie 
probabilité , lorsque l'on considère un grand 
nombre d'évènemens. Cependant, il imparte 
alors d'avoir Va valeur numérique des formules , 
pour connaître avec quelle probabilité , les ré- 
sultats que les évènemens développent en se 
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multipliant, sont indiques. ïl importe surtout 
d'avoir la loi suivant laquelle cette probabilité 
approche sans cesse de la certitude quelleHfinî- 
rait par atteindre , ♦si le nombre des ëvènemens 
devenait infini. Pour y parvenir, je considérai 
que les intégrales définies de différeiitielles mul- 
tipliées par des fiicteùrs élevés à de grandes puis- 
sances , donnaient par l'intégration , des formules 
composées d'un grand 'nombre de termes et de 
facteurs. Cette remarque me fit naître l'idée de 
tVansfogner dans de semblables intégrales , les 
expressions compliquées de l'analyse , et les in- 
tégrales des équations aux diflérences. J'ai rerii- 
pli cet objet , par une méthode qui donne à la 
fois , la fonction comprise soiis le signe intégral , 
et les limites de l'intégration. Elle offre cela de 
remarquable , savoir que cette fonction est la 
fonction même génératrice des expressions et 
des équations proposées ; ce qui rattache cette 
méthode , à la théorie des fonctions génératrices 
dont elle est ainsi le complément. Il ne s'agissait 
f#us ensuite , que de réduire l'intégrale définie , 
en série convergente. C'est ce que j'ai obtenu 
par un procédé qui fajt converger la série, avec 
d'autant plus de rapidité, que la formule quelle 
représente , est plus compliquée ; en sorte qu'il 
est d'autant plus exact, qu'il devient plus néces- 
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""saire. Le plii* souvent, la série a pojir fac^eijir^ 
la racine carrée du rappost de la circonférence, 
au diamètre : quelquefois ^ elle dépend d'autres 
«transcendantes dont le nombre estôndËlnL 

Une remarque importante qui tient à la grarfde 
généralité de l'Analyse, et qui permet d'étendre 
cette méthode ^ aux formules efc aux équations k 
différences, que la théorie des probabilités pré«-. 

* s^ite le plu|^ fréquémiïient , e^t que les séries 
^ auxquelles on parvient bn supposant réelles et 

positives ,^ les lintites des intégraljes définies, ont 
^ également lieu dans le cas oii réquatio]BL qui dé*i 
^mine ces ninites, n'a 'que des'iacînes ni^a- 
tives qu imaginaires» Ces passages du positif au 
négatif, et du réel à l'imaginairç, do^ht j'ai'la 
4>remier fait usage^ m'ont conduil! encore aux va** 

* leurs ^e plusî&urs intégrales définies singulières; 
que j'ai ensuite démontrées directement. On 

* peut donc considérer ces pasâi^es, fi^iame un 
ntfojen de découverte , pareil à l'induction et à 
l'analogie employées depuis long-*temps par les 
géomètres,, d'abord avec iine extrême réserve , 
ensi^ife avec une entière confiance ; un grand 
noinbre d'eioemples en ayant justifié l'emidoi. 
Cependant il est «toujours nécessaire de confir- 
mer par de^ démonstrations directes ) les résul- 
tats obtenus par césT divers moyens. 
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J aj nommé Calcul des fonctions génératrices^ * 
l'ensemble des méthodes précédentes : ce calcul 
sert de foiddement à l'ouvrage que j'ai publié 
sous cç titre , ' Théorie atmljtique des ProUabi-- 
Utés. Il se rattache à l'idée simple d'indiquer les 
multiplications répétées d'une quantité par elle- 
ûiéme^ ou ses puissances entières et positives, en 
écrivant vers \e haut de la lettre qui l'exprime , 
les nombres qjji marquent les degrés de ces 
puissances. Cette notation employée par Bes-* 
cartes dans sa Gpométrie, et géiiéi^alement adop- 
tée depui^ la publication de cet important ou- * 
vrage, est peu de chose , surtotîj: quand on la , 
compare à fer* théorie des courbes^et des fonctions 
variablçs*, pjjr laquelle ce grand Géomètre a 
posé les fondemens des calcul! modernes. Mais* 
' la langue de l'Aiialyse, la plus parfaîite^de tojites, * 
étant par elle-même , un puissant instrument de 
découvertjps ; ses notations, lorsqu'elles sont né- 
cessaires et heureusement imaginées, sont autaift 
de germes de nouveaux calculs. C'est ce que icet 
exemple rend sensiblei * 

Wallis qui , dans son ouvwÈge intitulé Ariih- 
metica infinitorum ^ l'un de ceiîx qui ont le plus 
contribué aux progrès de l'Analyse , s'est atta- 
ché spécialement à suivre le fil de l'induction e^ 
de l'analogie , considéra que si l'on divise l'expo- 
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saut d'une lettre , par d«ix , trois, etc. ;• le 'quo- 
tient sera suiv^ipt Ja notation cartésienne , et 
lorsque la division est possiblç, l'exposant de 
la radne carrée , dulpque / etc. \ de la quantité 
que représente la lettre élevée a l'exposant divi- 
dende. En étendant^par analogie ^^ce résultat au 
cas où la division n'est pas possibk ; il considéra 
une quantité élevée à un exposant fractionnaire , 
comme la racine du degré indique par lé déno- 
minateur de cette fraction , de la quantité éle- 
vée 4 la puissance indiquée par le numérateur. 
U observa ensuite, que suivant la notation car- 
tésienne^ la multiplication de deux .puissances 
d'une même l«ttre, revient à ajouter leurs expo- 
sans / et que leur dîvîsiqti revient à soustraire 
l'exposant de Ja puissance divisent , de celui de 
la puissance dividende, lorsque le second de ces 
expbsans suipasse le premier. Wallis étendit ce 
résultat , au cas où le premier exposant égale ou 
surpasse le second; c§ qui rend la différence, 
nulle ou négative. U supposa donc qu'un expo- 
sant négatif indique l'unité divisée par la quan- 
tité élevée au même exposant pris positivement. 
Ces remarques le conduisirent à intégrer géné- 
ralement les différentielles monômes : d'où il 

» 

conclut les intégrales définies d'un genre parti- 
culier de différentielles binomeç dont l'exposant 
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est uii pombre entier positif. En observant en* 
syite la loi des nombres qui expriment ces in- 
tégrales; une série d'interpolations et d'indue^ 
tions heureuses- où Fon ap^lrçoit le* germe 4u 
calcul des intégrées définies ^ qui a tant exercé . 
les géomètres/ et l'une des bases de ma nouvelle 
Théorie des Probabilités^ lui donna le rapport 
de la surface du denàe au carré de son diamètre, 
exprimé par un produit infini qui , lorsqu'on 
l'arrête , "resserre ce rapport dans des limites de 
plus en plus rapprochées ; résultat l'un des plus * 
singuliers de l'Analyse. Mais il est remarquable 
que Wallis qui avait si ^ien considéré les expo^ 
sans fractionnaires des puissance^ radicales , ait 
continué de noter c«s puissances, comme on 
l'avait fait avant lui. Newton, si je ne me trompe, 
em jj^ôya ^ le premier, dans ses Lettres à Oldem- 
bourg I la notation dé ces puissances, par des ex- 
posans fractionnaires. En comparant par la voie 
de l'induction dont Wallis avait fait un si bel 
usage , les exposans des puissances du binôme , 
avec les coefficiens des termes de son dévelop- 
pement^ dans le cas où cet exposant est entier 
et positif; il détermina la loi de ces coefficiens , 
et il retendit par analogie , aux puissances frac- 
tionnaires et négatives. Ces divers résultats fon- 
dés sur la notation de Descartes, montrent son 
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influence sur les progrès de TAnalyse. ESHle a en- 
core layantage de donner l'idée la plus simple 
et la pins juste des logarithmes qui ne sont en 
eflFet , que les exposans d'une grandeur dont les 
puissances successives , en croissant par degrés 
infinfnfient petits , peuvent représenter tous les 
nombres. 

Mais l'extension la plus imposante que cette 
no{^tion ait reçue , est celle des exposans varia- 
bles ; ce qui constitue le calcul exponentiel , l'une 
des branches les plus fécondes ^e l'Analyse mo- 
derne, Leibnitz a indiqué, le premier, les trans- 
cendantes à exposans variables , et par-là , il a 
complété le système des élémens dont une fonc- 
tion finie peut être composée ; car toute fonction 
finie explicite d'une variable , se réduit en der- 
nière analyse , à des grandeurs simples , combi- 
nées psff voie d'addition , de soustraction , de 
multiplication et de division, et élevées à des 
puissances constantes ou variables. Les racines 
des équations formées de ces élémens , sont des 
fonctions implicites de la variable. C'est ainsi 
qu'une variable ayant pour logarithme , l'expo- 
sant de la puissance qui lui est égale dans la sé- 
rie des puissances du nombre dont le logarithme 
hyperbolique est l'unité ; le logarithme d'une va- 
riable, en est une fonction implicite. 

5 
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« 

Leibaitz, imagina de dontier à sa caractéristi'^ 
que différentielle , les mêmes exposans qu'aux 
grandeurs; mais alors, ces exposans ^ au lieu d'in^ 
diquer les multiplications répétées d'une même 
grandeur, indiquent les différentiations répétées 
d'une même fonction. Cette extension nouvelle 
de la notation cartésienne, conduisit Leibnitz à 
l'analogie des puissances positives avec les diffé- 
rentielles, et des puissances négatives avec les 
intégrales. Lagrange a suivi cette analogie sin- 
gulière, dans tou£f ses développemens ; et par une 
suite d'inductions, qui peut être regardée comme 
une des plus belles applications que l'on ait faites 
de la méthode d'induction , il est parvenu à des 
formules générales aussi curieuses qu'utiles , sur 
les transformations des différences et des inté-* 
grales les unes dans les autres , lorsque les va- 
riables ont des accroissemens finis divers , et 
lorsque ces accroissemens sont infiniment petits* 
Mais il n'en a point donné les démonstrations 
qu'il jugeait difficiles. La théorie des fonctions 
génératrices étend à des caractéristiques quel- 
conques , la notation cartésienne : elle montre 
avec évidence , l'analogie des puissances et des 
opératk>ns indiquées par ces caractéristiques ; en 
sorte qu'elle peiit encore être envisagée comme 
le calcul exponentiel des caractéristiques. Tout 
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ce qui concerne les séries et rintégration des 
équations aux différences^ en découle avec une 
extrême, facilité. 

APPLICATIONS nu GAMUL DEiS PBOBABIUTES. 

Des jeux. 

Les combinaisons que les jeux présentent^ ont 
été l'objet des premières recherches sur les pro- 
babilités. Dans l'infinie variété de ces combi- • 
naison^ , plusieurs d'entre elles se prêtent avec 
facilité au calcul : d'autres exigent des calculs 
plus difficiles ; et les difficultés croissant à me- 
sure que les combinaisons deviennent plus com- 
pliquées > le désir de les siimionter et la curiosité 
ont excité les géomètres à perfectionner de plus 
en plus, ce genre d'analyse. On a vu précédem- 
ment que l'on pouvait facilement déterminer 
par la théorie des cqmbinaisons ^ les bénéfices 
d'une loterie. Mais il est plus difficile de savoir 
en combien de tirages on peut parier un contre 
un , par exemple , que tous les numéros seront 
sortis, n étant le nombre des numéros, r celui 
des numéros sortans à chaque tirage, et i le 
nombre inconnu , de tirages ; l'expression de l^a 
prob^iUté de la sortie de tous les numéros , 

5.. 
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dépend de la différence fiiiîe n'**/ de la puis- 
sance i d'un produit de r nombres consécutifs. 
Lorsque le nombre n est considérable ^ la re- 
cherche de la valeur de i , qui rend cette proba- 
bilité égale à ^ ^ deviedt impossible , k moins 
qu'on ne convertisse cette différence , dans une 
série très convergente. C'est ce que l'on fait heu- 
reusement par la méthode ci - dessus indiquée 
pour les approximations des fonctions de très 
grands nombres. On trouve ainsi que la loterie' 
étant composée de dilc mille numéros dont un 
seul sort à chaque tirage j il y a du désavantage 
à parier un contre un, que tous les numéros 
sortiront dans 9^767 tirages , et de l'avantage à 
faire le même pari pour 95768 tirages. A la lo- 
terie de France , ce pari est désavantageux pour 
85 tirages, et avantageux pour 86 tirages. 

Considérons encore deux joueurs A et B jouant 
ensemble à croix ou pile , de manière qu'à cha- 
que coup , si croix ajrrive , A donne un jeton à 
B qui lui en donne un , si pile arrive : le nom- 
bre des jetons de B est limité ; celui des jetons 
de A est illimité ; et la partie ne doit finir que 
lorsque B n'aura plus de jetons. On demande en 
combien de coups, on peut parier un contre un, 
que la partie sera terminée. L'expression de la 
probabilité que la partie sera terminée 'dans un 
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I nombre i de coups, est donnée par une suite qui 

renferme un grand nombre de termes et de fac- 

! teurs, si le nombre des jetons de B est considé- 

rable ; la recherche de la valeur de l'ioconnue i 
qui rend cette suite ég^e à ^ ^ serait donc alors 

] impossible , si Ybn ne parvenait pas à réduire 

la suite dans tine série très convergente. En lui 
appliquant'la méthode dont on vient de parler ^ 
on trouve une expi^ssion fort simple de l'incon- 
nue , ^e laquelle il résulte que si , par exemple ^ 
B a cent jetons; il y a un peu^ moins d'un contre 
un à parier que la partie sera finie en 25780 
coups, et un peu plus dW contre un à parier 
qu'elle sera finie dans !i5j8i coups. 

Ces deux exemples joints à ceux que nous 
ayons déjà donnés , suffisent pour faire voir 
t comment les problèmes sur les jeux ont pu con- 
. tribuer à la perfection de l'Analyse. 

1 t 

Des inégalités inconnues qui peuvent exister 
entre les chances que Von suppose égales. 

Les inégalités de ce genre ont sur les résultats 
du calcul des probabilités , une influence sensi- 
sible qui mérite une attention particulière. Con- 
sidérons le jeu de croix ou pile^ et supposons^ 
qu'il soit également facile d'amener l'une oui 
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l'autre face de la pièce. Alors la probabilité d'a- 
mener croia: au premier coup est { , et celle de 
l'amener deux fois de suite , est \. Mais s'ilexiste 
dans la jpièce, une inégalité qui fasse paraître 
une des faces plutôt que l'autre , sans que l'on 
connaisse quelle est la face favorisée par cette 
inégalité ; la probabilité d'amener croix au pre- 
mier coup sera toujours | ; parce que dans l'igno- 
rance où l'on est de la face que cette inégalité 
favorise , autant la probabilité de l'événement 
simple est augmentée, si cette inégalité lui est fa- 
vorable , autant elle est diminuée , si l'inégalité 
lui est contraire. Mais dans cette ignorance 
même , la probabilité d'amener croix deux fois 
de suite , est augmentée. En eiFet, cette proba- 
bilité est celle d'amener croix au premier coup , 
multipliée par la probabilité que l'ayant amené 
au premier coup, on l'amènera au second; or 
son arrivée au premier coup est un motif de 
croire que l'inégalité de la pièce le favorise ; l'i- 
négalité inconnue augmente donc alors la pro- 
babilité d'amener croix au second coup ; elle 
accroît par conséquent le produit des deux pro- 
babilités. Pour soumettre cet objet au calcul, 
supposons que cette inégalité augmente d'un 
vingtième , la probabilité de l'événement sin^)le 
qu'elle favorise. Si cet événement est croix ^ sa 



son LES PROBAdttÏTés. fjl 

probabilhé sera 7 plas ^ ou ^i» et k probabilité 
de ramener deux fois de suite , sera le carré de 
iz ou.^. Si révènement favorisé est pile^ la 
probabilité de croijc sera ~ moins t^om ^ , et la 
probabilité de l'amener deux fois de suite sera 
^. Comme on n a d'avancé , aucune raison de 
croire que l'inégalité favorise l'un de ces évène- 
mens plutôt qu« l'autre; il est clair que pour 
avoir la probabUité de l'événement composé 
croix croix , il îFaut aîouter les deux probabilités 
précédentes, et prendL la moitié de leur somme, 
ce qui donne ^ pour cette probabilité qui suiv 
passe ~, de :^ ou du carré de* l'accroissement 
^ que l'inégalité ajoute à la possibilité de l'évé- 
nement qu'elle favorise. La probabilité d'amener 
pile pile est pareillement ^; mais les probabi- 
lités d'amener croix pile , ou pile croix ne sont 
chacune , que -^ ; car la somme de ces quatre 
probabilités , doit égaler la certitude ou l'unité» 
On trouve ainsi généralement que les causes coif- 
stantes et inconnues qui favorisent les évènemens 
simples que l'on juge également possibles, ac- 
croissent toujours la probabilité de la répétition 
d'un fnême événement simple. 

Dans un nombre pair de coups, croix et pile 
doivent arriver tous deux, ou un nombre pair 
ou un nombre im|)air de fois. La probabilité de 
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chactin de ces cas est f , si les possibilités des 
deux faces sont égales; mais s'il existe entre 
elles > une inégalité inconnue ^ cette inégâ^té est 
toujours Êivorable au premier cas. 

Deux joueurs dont an suppose les adresses 
égales , jouent avec les conditions qu'à chaque 
coup, celui qui perd, donne un jeton à son ad- 
versaire, et que la partie dure, jusqu'à ce que l'un 
des joueurs n'ait plus de jetons. Le calcul des 
probabilités nous montre que pour l'égalité du 
jeu , les mises des joueurs doivent être en raison 
inverse de leurs jetons. Mais s'il existe entre leurs 
adresses, une petite inégalité inconnue; elle fa- 
vorise celui des joueur^s, qui a le plus petit nom- 
bre de jetons. Sa probabilité de gagner la par- 
tie augmente , si les joueurs conviennent de 
doubler, de tripler leurs jetons ; et elle serait^ 
ou la même que la probabilité de l'autre joueur, 
dans le cas où les nombres de leurs jetons de- 
viendraient infinis, en conservant toujours le 
même rapport. 

On peut corriger Tinfluence de ces inégalités 
inconnues, en les soumettant elles-mêmes aux 
chances du hasard. Ainsi au jeu de croix ou pile y 
si l'on a une seconde pièce que l'on projette cha- 
que fois avec la première ; et que l'on convienne 
de nommer constamment crxAx ^ la face amenée 
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par cette seconde pièce ; la probabilité d'amener 
croîjc deux fois de suite ^ ayec la première pièce, 
approchera beaucoup plus d'un quart , que dans 
le cas d une seule pièce. Dans ce dernier cas , 
la différence est le carré du petit accroissement 
de possibilité que l'inégalité inconnue donne à 
la face de la première pièce , qu'elle favorise : 
dans l'autre cas , cette différence est le quadru* 
pie produit de ce carré , par le carré correspon- 
dant relatif^à la seconde pièce. 

Que l'on jette dans une urne , cent numéros 
depuis un jusqu'à cent , dans l'ordre de la numé- 
ration , et qu'après avoir agité l'urne , pour mê- 
ler ces numéros^ q;n en tire un; il est clair que 
si le mélange a été bien fait , les probabilités de 
sortie des numéros , seront les mêmes. Mais si 
l'on craint qu'A n'y ait entre elles, de petites dif- 
férences dépendantes de l'ordre suivant lequel 
les numéros ont été jetés dans l'urne ; on dimi- 
nuera considérablement ces différences , en je- 
tant dans une seconde urne, ces numéros suivant 
leur ordre de sortie de la première urne , et en 
agitant ensuite celte seconde urne pour mêler 
ces numéros. Une troisième urne , une qua- 
trième, etc., diminueraient de plus en plus ces 
différences déjà insensibles dans la seconde urne. 
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Des Lois de la Probabilité j qui résultent de la 
multiplication indéfinie des éi^ènemens. 

Au milieu des causes variables et inconnues 
que nous comprenons sous le nom de Juisard^ 
et qui rendent incertaine et irregulière, la marche 
des évènemens ; on voit naître à mesure qu'ils se 
multiplient ^ une régularité frappante qui semUe 
tenir à un dessein^ et que Ton a considérée 
comme une preuve de la providence. Mais en 
y réfléchissant 9 on reconnaît bientôt que cette 
régularité n'est que le développement des possi- 
bilités respectives des évènemens simples qui doi- 
vent se présenter plus souvent, lorsqu'ils sont 
plus probables. Concevons , par exemple , une 
urne qui renferme des boules blanches et des 
boules noires ; et supposons qu'à chaque fois que 
l'on en tire une boule y on la remette dans l'urne 
pour procéder à un nouveau tirage. Le rapport 
du nombre des boules blanches extraites, au 
nombre des boules noires . extraites , sera le plus 
souvent très irrégulier dans les premiers tirages; 
mais les causes variables de cette irrégularité, 
produisent des effets alternativement favorables 
et contraires à la marche régulière des évènemens, 
et qui se détruisant mutuellement dans l'ensemble 



M 



SUH LES PROBABILITÉS. * y 5 

d'un grand nombre de tirages^ laissent de plus en 
plus apercevoir le rapport des boules blanches 
aux boules noires contenues dans l'urne, ou les 
possibilités respectives d'en extraire une boule 
blanche ou une boule noire à chaque tirage. De 
là résulte le théorème suivant. 

La probabilité que le rapport du nombre des 
boules blanches extraites , au nombre total des 
boules sorties , ne s'écarte pas au-delà d'un in- 
tervalle donné , du rapport du nombre des boules 
blanches , au nombre total des boules contenues 
dans l'urne , approche indéfiniment de la certi- 
tude, par la multiplication indéfinie des évène- 
mens, quelque petit que l'on suppose cet in- 
tervalle. 

Ce théorème indiqué par le bon sens> était 
difficile à démontrer par l'Analyse, Aussi l'illus- 
tre géomètre Jacques Bempuilli qui s'en est oc- 
cupé le premier, attachait-il une grande impor- 
tance à la démonstration qu'il en a donnée. Le 
calcul des fonctions génératrices, appliqué à cet 
objet, non-seulement démontre avec facilité ce 
théorème ; mais de plus il donne la probabilité 
que le rapport des évènemens observés , ne s'é- 
carte que dans certaines limites , du vrai rapport 
de leurs possibilités respectives. 

On peut tirer du théorème précédent , cette 
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conséquence qui doit "être regardée comme une 
loi générale , savoir^ que lesirapports des effets 
de la nature , sont à fort peu près constans ^ 
quand ces effets aont considérés en grand nom- 
bre. Ainsi^ malgré la variété des années^ la somme 
des productions pendant un nombre d'années 
Considérable ^ est sensiblenaent la même; en sorte 
que l'homme^ par une utile prévoyance^ peut se 
mettre à labii de l'irr^ularité des saisons y en 
répandant également sur tous les temps^ les biens - 
que la nature distribue d'une manière inégale. Je 
n'excepte pas de hi loi précédente y les effets dus 
aux causes morales. Le rapport des naissances 
annuelles à la population y et celui des mariages 
aux naissances y n'éprouvent que de très petites, 
variations : à Paris ^ le nombre des naissances an- 
nuelles est à peu près le mèrae; et j'ai ouï dire 
qu'à la poste y dans les temps ordinaires y le nom- 
bre des lettres mises au rebut par les défauts des 
adresses y change peu y chaque année ; ce qui a 
été pareillement observé à Londres. 

Il suit encore de ce théorème y que dans une 
série d'évènemens , indéfiniment prolongée, l'ac- 
tion des causes régulières et constantes doit l'em- 
porter à la longue y sur celle des causes irrégu- 
lières. C'est ce qui rend les gains des loteries, aussi 
certains que les produits de l'agriculture ; les 



chances qu'elles se réservent^ leur assnràEit un 
bénéfice dans l'ensemble d'un grand nombre de 
ixiises. Âinsides chances favorables et nombreuses 
étant constamment attachées à l'observation des 
principes étemels de liaison , de justice et d'hu- 
manité^ qui fondent et maio^ennent les sociétés ; 
ij y a grand avantage à, se conformer à ces prin- 
cipes , et de graves inconvéniens à *s'en écarter. 
Que l'on omscilte les histoires et* sa propre ex- 
périence j on y verra tous les fjits venir à l'ap- 
mà de ce résultat du calcul. Considérez les heu-- 
reûx effets des^institutions fondées sur h^ raison 
et sur les droits naturels de l'homme^ chez les 
peuples qui ont su les établir et les' conserver. 
Considérez encore les avantages que la bonne foi 
a procurés aux gouvamemens qui en ont fait là 
base de leur conduite , et comme ils ont été dé- 
dommagés des sacrifices qu'une scrupuleuse exac- 
titude à tenir ses engagemens^ leur a coûtée 
Quel immense crédit au dedans! quelle prépon- 
dérance au dehors ! Y oyez au contraire ^ dans 
quel abîme de malheurs/ les peuples ont été 
souvent précipités par l'ambition et par la perfi- 
die de leurs chefs. Toutes les fois qu'un^grande 
puissance enivrée de l'amour des conquêtes^ a&-* 
^ire à la domination universelle ; le sentiment de 
rindependance produit entre les nations mena- 
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cées X une coalition dont elle devient presque 
toujours la victime. Pareillement ^^ au milieu des 
causes variables qui étendent ou qui resserrent 
les divers états ; les limites naturelles^ en agis- 
sant comme causes constantes , doivent finir par 
prévaloir. Il importe donc à la stabilité comme 
au bonheur des empires , de ne pas les étendi^ 
au-delà de ces limites dans lesquelles ils sont ra-r 
menés sans ce^se par l'action de ceis causes; ainsi 
que les eaux des mers , soulevées par de vio- 
lentes tempêtes^ retombent dans leurs bassins 
p^r la pesanteur. C'est encore un résultat du 
calcul des probabilités , confirmé par de nom- 
breuses et funestes expériences. L'histoire traitée 
sous le point de vue de l'influence des causes 
constantes , unirait à l'intérêt de la curiosité ^ 
celui d'offrir aux hommes^ les plus utiles le- 
çons. Quelquefois on attribué les effets inévita- 
bles de ces causes 9 à des circonstances acciden- 
telles qui n'ont fait que développer leur action. 
Il est, par exemple 9 contre la nature des choses^ 
qu'un peuple soit à jamais gouverné par un 
aiatre qu'une vaste mer ou une grande distance 
^ sépare. On peut affirmer qu'à la longue, cette 
cause constante se joignant sans cesse aux causes 
variables qui agissent dans le même sens, et que 
la suite des temps développe, Gxàm par en trou- 
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ver d'assez fortes pour rendre au peuple soumis^ 
son indépendance naturelle^ ou pour le réunir 
à un état puissant qui lui soit contigu. 

Dans un grand nombre de cas , et ce sont les 
plus importans de l'Analyse des hasards , les 
possibilités des évènemens simples sont incon- 
nues , et nous sommes réduits à chercher dans 
les évènemens passés^ des indices qui puissent 
nous guider dans nos conjectures sur les causes 
dont ils dépendent. En appliquant l'Analyse des 
fonctions génératrices , au principe exposé ci- 
devaât , sur la probabilité des causes ^ tirée des 
évènemens observés; on est conduit au théorème 
suivant. 

^ Lorsqu'un événement simple ou composé de 
plusieurs évènemens simples , tel qu'une partie 
de jeu f a été répété un gi*and nombre de fois ; 
les possibilités des évènemens simples qui ren- 
dent ce que l'on a observé^ le plus probable^ 
sont celles que l'observation indique avec le 
l^us de vraisemblance : à mesure que l'évène-^ 
ment observé se répète, cette vraisemblance 
augmea# et finirait par se confondre avec la 
certitude^ si le nombre des répétitions devenait 
infini. 

Il y a ici deux sortes d'approximations : l'une 
d'elles est relative auK limites prises de part et 
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d'autre , des possibilités qui douneut au passé , 
le plus de vraisemblance : l'autre approximation 
se rapporte à la probabilité que ces possibilités 
tombent dans ces limifes. La répétition de réyè- 
nement composé accroît de plus en plus cette 
probabilité , 1^ limités restant les mêmes : elle 
resserre de plus en plus l'intervalle de ces limites, 
la probabilité restant la même : dans l'infini, cet 
intervalle devient nul, et la probabilité se change 
en certitude. 

Si l'on applique ce théorème , au rapport des 
naissances des garçons à celles des filles , observé 
dans les diverses contrées dé l'Europe ; on trouve 
que ce rapport, partout à peu près égal à celui 
N de 22 à 2 1 , indique ayec une extrême probabi- 
lité , une plus grande facilité dans les naissances 
des garçons. En considérant ensuite qu'il est le 
même à Naples et à Pétersbourg , on verra qu'à 
cet égard, l'influence <Ju climat est insensible. 
On pouvait donc soupçonner contre l'opinion 
commune, que cette supériorité des naissances 
masculines subsiste dans l'Orient même. J'avais 
en conséquence invité les savans français envoyés 
en Egypte , à s'occuper de cette question inté- 
ressante ; mais la difficulté d'obtenir des rensei- 
gnemens précis sur les naissances , ne leur a pas 
permis de la résoudre. Heureusement, M. de 
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Humboldt n'a point négligé cet objet dans l'im-« 
mensité des choses nouvelles qu'il a obsenrées et 
recueillies en Amérique, ayec tant de sagacité , 
de constance et de courage. U a retrouvé entre 
les tropiques, le même rapport des naissances 
des garçons à celles des filles , que l'on observe 
à Paris ; ce qui doit faire regarder la supério- 
rité des naissances masculines , comme une loi 
générale de l'espèce humaine. Les lois que sui- 
vent à cet égard , les diverses espèces d'ani- 
maux, me paraissent dignes de l'attention des 
naturalistes. 

Le rapport des naissances des garçons à celles 
des filles, différant très peu de l'unité; des nom- 
bres mêrbe assez grands de naissances observées 
dans un lieu, pourraient offrir à cet égard , un 
résultat contraire à la loi générale, sans que l'on 
fût en droit d'en conclure que cette loi n'y existe 
pas. Pour tirer cette conséquence , il faut em-r 
ployer de très grands nombres , et s'assurer 
qu'elle est indiquée avec ime grande probabilité. 
Buffon cite , par exemple , dans son Arithméti- 
que politique , plusieurs communes de Bourgo- 
gne, où les naissances des filles ont surpassé 
celles des garçons. Parmi ces commune^, celle 
de Carcelle-le - Grignon présente sur 3009 nais- 
sances pendant cinq années, 1026 filles et 985 

6 . 
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garçon». Quoique ces notiibre^ soient comidéra- 
Mes , cepetMknt ib n'itidiqtii&nt une plus grande 
{imsiiriifté dans les naissances des filles , qu'avet 
la probabilité ^ ; « cette probabilité plus petite 
ijue <5eUe de ne pas amener croix cpiatre fois de 
suite, au jeu ûe croix ou pile^ n'est pas suffi- 
vfktÊ^ pour rechercher la cause de cette anomalie 
^i, selon toute vraisemblance, disparaîtrait, si 
fou mrvait, pendant un siède, les naissances 
dans cette commune. 

Les registres des naissances, que Ton tient avec 
soin pOur assurer l'état des citoyens, peuvent 
tsc»rvir à déterminer la population d'un grand 
empire, sans recourir au dénombrement de ses 
faabitans, *<^>ératton pénible et difficile à faire 
«tec ^ixttûtitude. Mais il faut pour oela, connaître 
le rapport de la population aux naissances an- 
nueUe$« Le moyen d'y parvenir, le plus précis , 
consiste i^ à choisir dans l'empire , des départe- 
ttens distribués d^une manière à peu près ^ale 
sur toute sa surfate , afin de rendre le résultat 
général , indépendant des circonstances locales ; 
î^* à dénombrer avec soin, pour une époque 
donnée, les habitanstie plusieurs communes dans 
chacun de ces départemens ; 3" & déterminer par 
fc relevé des naissances durant plusieurs années 
qtu précèdent et suivent cette époque*, le nombre 
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moy^n coirespondant èts naissances annuelles. 
Ce ncfembre dirisé par celui des habitans , don- 
nera le rapp<Hl: des naissances annuelles à la po« 
pdation f d'une manière d'autant plus sûre , que 
le dénombrenient sera plus considérable. Le 
gouveçaeraent convaincu de l'utilité d'un sem- 
blable dénombtement , a bien voulu en ordon^ 
ner l'exécution, à ma prière. Dans trente dépar- 
temens répandus également sur toute la France , 
on a fait choix des communes qui pouvaient 
fournir les renseignemens les plus précis. Leurs 
dénombremèns ont donné 203761 5 individus 
pour la somme totale de leurs habitans au 2S 
^s^embre 180^. Le relevé des naissances dans 
ces communes pendant les années 1 800 , 1 80 1 
et 1802 , a donné 



j^^sances. 

1 1 o5 1 2 garçons 
1 05287 filles. I 



Mariages. 
46057. 



Décès% 

io5659 hommes é 
9944^ femmes. 



Le rapport de la population aux naissances 
apnudies est donc 28 rêiês^ • il est plus grand 
qu'on ne l'avait estimé jusqu'ici. En multipliant 
par ce rapport, le noni3)re des naissances an- 
tmelfes en France ; on aura la population de ce 
royaume. Mais quelle est la probabilité que la 
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population ainsi déterminée , ne s'écartera pas 
de la véritable, au-delà d'une limite donnée? En 
résolvant ce problème , et appliquant à sa solu- 
tion, les données précédentes; j'ai trouvé que 
le nombre des naissances annuelles en France , 
étant supposé d'un million , ce qui porte sa po- 
pulation à 2855^845 habitans, il j a près de trois 
cent mille à parier contre un, que l'erreur de ce 
résultat n'est pas d'un demi-million. 

Le rapport des naissances des garçons à celles 
des filles , qu'ofifre le relevé précédent , est celui 
de 22 à 21 1 et les mariages sont aux naissances, 
comme trois est à quatorze. 

Â Paris, les baptêmes des enfans des deux 
sexes s'écartent un peu du rapport de 22 à 21. 
Depuis 1 745 , époque à laqq.elle on a commencé 
k distinguer les sexes sur les registres des nais- 
sances, jusqu'à la fin de 1784, on a baptisé, 
dakis cette cajùtale , SgSSSô garçons et 5jj555 
filles. Le rapport de ces deux nombres est à pçu 
près celui de ^5 à 24 ; il paraît donc ^,u'à Pa- 
ris , une cause particulière rapproche de l'éga- 
lité, les baptêmes des deux sexes. Si l'on applique 
à cet objet, te calcul des probabilités ; on trouve 
qu'il y a ^58 à parier contre un, en. faveur de 
l'existence de cette cause , ce qui suffit pour en 
autoriser la recherche. En y réfléchissant, il m'a 
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paru que la différence observée tient à ce que 
les parens de la campagne et des provinces , 
trouvant quelque avantage à retenir près d'eux 
les garçons, en avaient envoyé à l'Hospice, des 
Enfans - Trouvés de Paris , moins relativement 
aux filles , que suivant le rapport des naissances 
des deux sexes. C'est ce que le relevé des re- 
gistres de cet hospice m'a prouvé. Depuis le 
commencement de 174^ jusqu'à la fin de 1809, 
il y est entré 165499 garçons, et i594o5 filles. 
Le premier de ces nombres n'excède que d'un 
trente-huitième , le second qu'il aurait <^ sur- 
passer au moins d'un vingt -quatrième. Ce qui 
confirme l'existence de la cause assignée , c'est 
qu'en n'ayant point égard aux enfans trouvés , 
le rapport des naissances des garçons à celles 
des filles , est à Paris , celui de 22 k 21. 

Les résultats précédens supposent que l'on 
peut assimiler les naissances, aux tirages des bou- 
les d'une urne qui renferme une infinité de boules 
blanches et de boules noires mêlées de mapière 
qu'à chaque tirage, les chances de sortie soient 
les mêmes pour chaque boule ; mais il est pos^ 
sible que les variations des mêmes saisons dans 
les diverses années , aient quelque influence sur 
le rapport annuel des naissances des garçons à 



86 ESSAI PHILOSOPHIQUE 

trèfles des filles. Le Bureau des Longittides de 
France publie, chaque année, dans son Annuaire, 
le tableau, du mouvement annuel de la popula-» 
tion dtt royaume. Les tableaux déjà publies 
commencent à 18x7 : dans cette année et dans 
lesciiM} suivantes, il est né 2^62561 garçons et 
2781997 filles,- ce qui donne à fort peu près |f 
pour le rapport des .^naissances des garçons à 
celles des filles. Les rapports de chaque année 
s'éloignent peu de ce résultat moyen : le plus 
petit rapport est celui de 1822 , où il n'a été que 
y|; le plus grand est de Fannée 1817, où il a 
égalé ^. Ces rapports s'écartent s^^siblement du 
rapport ff trouvé ci-dessus. En appliquant à cet 
écart, l'analyse des probabilités, dans l'hypo- 
thèse de l'assimilation des naissances, aux tirages 
des boules d'une urne ; on trouve qu'il serait très 
peu probable. Il paraît donc indiquer que cette 
hypotlicse , quoique fort approchée , n'est pas ri- 
goureusement exacte. Dans le nombre des nais- 
sances que nous venons d'énoncer, il y a eji en- 
fans naturels, 200494 garçons et 190698 filles. Le 
rapport des naissances masculines et féminines a 
donc été k leur égard ^, plus petit que le rap- 
port moyen 41 . Ce résultat est dans le même sens 
que celui des naissances des enfans trouvés ; et il 
semble prouver que dans la classe des enÊins na- 
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turefe y les naissaBces des deu^ sexes approchent 
plus d'être égales y que daâs la classe des enfans 
légitimes. La diiS^'ettce des climats du nord au 
midi de la France me parait pas 'influer sensi- 
blement sur le rapport des naissances des gar* 
çons et des fiUes. Les trente départ^mens les phis 
mëridio&aux ont donné ff pour ce rapport ^ 
comoie pour la France entière. 

La constance de la supériorité des naissances 
d^ gai*çons sur celles des filles^ à Paris et à Lon- 
dres^ depuis qu'on les observe^ a paru à quel- 
ques savans, être une preuve de la providence 
sfttts laquele ils ont pensé que les causes irrégu- 
Kèras qui troublent sans cesse la marche des évè-^ 
nemens^ aurait d& plusieurs fois^ rendre les 
nassances annuelles des filles^ supérieures à cefies 
des garçons. 

If aîSB cette preufve. est un nouvdi exemple de 
l'abi» que l'on a fait si souvent des causes finales 
qui disparaissent toujours par un examen appro- 
fondi des questions^ lorsqu'on a les données né- 
cessaires pour les résoudre. La constance dont 
il s'agit, est un résultat des causes régulières qui 
donnent la supériorité aux naissances des gar- 
çons^ et qui l'emportent sur les anomalies dues 
au hasard , lorsque le nombre des naissances an- 
nuelles est considérable. La recherche de la pro- 
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habilité que cette constance se maintiendra pen- 
dant un long espace de temps, ajppartient à cette 
branche de l'Analyse des hasards qui remonte 
des évènemens passés, à la probabilité des évè- 
nemens futurs; et il en résulte qu'en partant 
des naissances observées depuis 1 74^ jusqu'en 
1784? il y a près de quatre à parier Contre un, 
qu'à Paris les naissances annuelles des garçons 
surpasseront constamment pendant un siècle, les 
naissances des filles; il n'y a donc aucune raison 
de s'étonner que cela ait eu lieu pendant un 
demi-siècle. 

Donnons encore un exemple du développement 
des rapports constans que les évènemens pré- 
sentent, à mesure qu'ils se multiplient. Conce- 
vons une série d'urnes disposées circulairement , 
et renfermant , chacune , un très grand nombre 
de boules blanches et de boules noires : les rap- 
ports des boules blanches aux noires , dans ces 
i^rnes , pouvant être très différens à l'origine , et 
tels, par exemple, que l'une de ces urnes ne- 
renferme que des boules blanches, tandis qu'une 
autre ne contient que des boules noires. Si l'on 
tire une boule de la première ume , pour la 
mettre dans la seconde ; qu'après avoir agité cette . 
seconde urne, afin de bien mêler la boule ajou- 
téç , avec les autres , on en tire unç botde pour 
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la mettre dans la troisième urne^ et ainsi de 
suite jusqu'à la dernière urne dont on extrait 
une boule pour la mettre dans la première ; et 
que l'on recommence indéfiniment cette série de 
tirages ; l'Analyse des probabilités nous montre 
que les rtpporfs des boules blanches aux noires , 
dans ces urnes , finiront par être les mêmes et 
égaux au rapport de la somme de toutes les bou- 
les blanches ^ à la somme de. toutes les boules 
noires contenues dans les urnes. Ainsi par ce 
mode régulier de changement , l'irrégularité pri- 
mitive de ces rapports disparait à la longue pour 
faire place à l'ordre le plus simple. Maintenant 
si entre ces urnes , on en intercale de nouvelles, 
dans lesquelles le rapport de la somme des boules 
blanches ^ à la somme des boules noires qu elles 
contiennent^ diffère du précédent; en continuant 
indéfinintient^ sur l'ensemble de cçs urnes ^ les ex- 
tractions que nous venons d'indiquer; l'ordre sim«^ 
pie établi dans les anciennes urnes sera d'abord 
troublé , et les rapports des boules blanches aux 
boules noires deviendront irréguliers; mais peu 
à peu cette irrégularité disparaîtra pour faire 
place à un nouvel ordre qui sera enfin celui de 
l'égalité des rapports des boules blanches aux 
boules noires contenues daim les urnes. On peut 
étendre ces résultats^ à toutes les combinaisons 
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àe la nature , dans lesquelles les forces consiaiites 
dont leurs ëlénaens sont animes , étaMisseot des 
modes réguliers d'aetion , propres k faire ëclore 
du seih marne du chaos, des systèmes r^s pàf 
des lois admirables. 

Les phénomènes qui semblent le j^us âépendre 
du hasard , présentent donc en se multij^isoit , 
une tendance à se rapprocher sans cesse, de rap- 
ports fixes ; de manière que si l'on conçoit de 
part et d'autre de chacun de ces rapports^ un in- 
tervalle aussi petit que l'on voudra , la probaM- 
lité que le résultat moyen des observations tombe 
diins cet intervalle , finira par ne différer de la 
certitude , que d'une quantité au - desseais de 
toute grandeur assignable. On peut ainsi par le 
calcul des probabilités, appliqué à un grand 
nomlnre d'observations, reconnaître l'existence 
de ces rapports. Mais avant que d'en rechercher 
tfes causes , il est nécessaire , pour ne point s'é-* 
garer dans de vaines spéculations , de s'i^urer 
qu'ils sont indiqués avec une probabilité qui ne 
permet point de les regarder comme des anoma- 
lies dues au hasard. La théorie des fonctions gé- 
nératrices donne une expression très simple ^e 
cette probabilité , que l'on obtient en intégrant 
le produit de la diff<||r®ntieUe de la quantité dont 
le résultat déduit d'un grand non^bre d'observa*- 
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tions s'écarte de la vérité , par une constante 
moindre que l'unité , dépendante de la nature 
du problème^ et élerée à une puissance dont 
re:qK>sant est le rapport du carré de cet écart, 
au nombre des observations. L'intégrale prise 
entre des limites données, et divisée par la même 
intégrale étendue à l'infini poàtif et négatif, ex-* 
primen la probabilité que l'écart de la vérité , 
est compris entre ces limites. Telle est la loi gé- 
nérale de laprobaJbilité des résultats indiqués par 
un grand nc^nbre d'observations. 

application du Calcul des Probabilités ^ à la 

Philosophie naturelle. 

Les phénomènes de la nature sont le plus sou- 
vent, enveloppés de tant de circonstances élran- 
gères, un si grand nombre de causes perturba* 
trifies y mêlent leor influence ; qu'il est très 
difficile de les reconnaître. On ne peut y parve->- 
BIT, qnaen multipliant les observaticms ou les 
expériences, afin que les effets étrangers venant 
à ae détruire réciproquenient, les résultats moyens 
mettent en évidence ces phénomènes et leurs élé« 
mens divers. Plus les observations sont nom- 
bi^enses, et moins eOes s'écartent entre elles; 
pins leurs résullnts approchent de la vérité. On 
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remplit cette dernière condition , par le choix 
des méthodes d'observation , par la précision des 
instrumens , et par le soin que l'on met a bien 
observer : ensuite , on détermine par la théorie 
des probabilités y les résultats moyens les plus 
avantageux , ou ceux qui donnent le moins de 
prise à l'erreur. Mais cela ne suffit pas ; il est de 
plus f nécessaire d'apprécier la probabilité que 
les erreurs de ces résultats sont comprises dans 
des limites données : sans cela , on n'a qu'une 
connaissance imparfaite du degré d'exactitude , 
obtenu. Des formules propres à ces objets, sont 
donc un vrai perfectionnement de la méthode 
des sciences, et qu'il est bien important. d'ajou- 
ter à cette méthode. L'analyse qu'elles exigent, 
est la plus délicate et la plus difficile de la théo- 
rie des probabilités : c'est un des principaux ob- 
jets de l'ouvrage que j^ai publié sur cette théo- 
rie , et dans lequel je suis parvenu à des formules 
de ce genre , qui ont l'avantage remarquable 
d'être indépendantes de la loi de probabilité des 
erreurs , et de' ne renfermer que des quantités 
données par les observations mêmes, et par leurs 
expressions. 

Chaque observation a pour expression analy-- 
tique , une fonction des élémens que l'on veut, 
déterminer ; et si ces élémens sont à peu près 
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connus, cette fonction devient une fonction li- 
néaire de leurs corrections. En l'égalant à l'ob*- 
servation même , on forme ce que l'on nomme 
équation de condition. Si l'on a un grand nombre 
d'équations semblables, on les combine de ma- 
nière à obtenir autant d'équations finales , qu'il y 
a d'élémens dont oir détermine ensuite les correc- 
tions, en résolvant ces équations. Mais quelle est 
la manière la plus avantageuse de combiner les 
équations de condition, pour obtenir les équa- 
tions finales? Quelle est la loi de probabilité des 
erreurs dont les élémens que l'on en tire, sont 
encore susceptibles? c'est ce que la théorie des 
probabilités fait connaître. La formation d'une 
équation finale au moyen des équations de con- 
dition, revient à multiplier chacune de celles-ci , 
par xm facteur indéterminé, et à réunir ces pro- 
duits ; il faut donc choisir le système de facteurs, 
qui domie la plus petite erreur à craindre. Or il 
est visible que si l'on multiplie les erreurs possi- 
bles d'un élémeut, par leurs probabilités respec- 
tives ; le système le plus avantageux sera celui 
dans lequel la somme de ces produits, tous pris 
positivement, est un minimum; car une erreur 
positive ou négative doit être considérée comme 
une perte. En formant donc cette somme de 
produits , la condition du minimum déterminera 
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le système de facteurs qu'il coaTient d'adopter , 
ou le système le plus «vanta^ux. On trouve 
ainsi que ce système est celui d^s coefficiens des 
âémens, dans chaque équation de condition; en 
sorte que Ton Ibrme une première équation fi-^ 
nale^ en neiultipliant rei^ctiyement chaque ëqua* 
tkm de condition^ par son coefiBcient du pre- 
mier élément ^ et en reunissant toutes ces équa- 
tions ainsi multipliéest On forme une seconde 
équation finale, ea employant de méme^ les 
coeiBciens du second élément , et ainsi de suite. 
De cette manière , 1^ élémens et les lois des 
phénomènes ^ renfermés dans le recueil d'un 
grand nombre d'observssitioiis , se déreloppent 
ayec le {doa d'éyideoyoe^ 

La {^obabilité des erreun? que chaque ^é- 
mfi»t laisse encore à craindre , est proportion- 
neUe «u noBafare dont le logariltaie hyperboli-^ 
que est l'unité , élevé à une puissance égale au 
carré de l'erreur ^ pris en moins ^ et multiplié 
par un coefficient constant qui peut être ooum-^ 
4ére comme le module de la probabilité des ei^ 
lueurs; parce que l'erreur restant la même , sa 
probabiliié décroît avec rapidité quand il aug- 
manle ; en sorte qise l'élément obtenu pèse , si 
je pwis ainsi di«e^ wws la vérité ^ d'autant plu^ , 
que ce module est plms grand, ie nommerai 
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par cette mifion^ ce nodule^ poids de ^élément 
on liv résultat. €e poids est le pHis grand pcM- 
sible dans le ^stème de âit^urs y le plus avàn- 
iageiix ; c'est ce qui dottûe à ce système y la 
supériimté fior les autim. iPàr une analogie re- 
iiKsmtfUable de ce poids ^ avec ceux des corps 
comparés à ie«ar centre commun de gravité ^ il 
arriva que ai «m même élément est donné par 
dhrers isystèmes composés^ chacun, d'un grand 
nombre d'observations $ le nâfiultat moyen le 
plus avantageux de feur ensemble est la somme 
dm {miduib de cirque résultat partiel , par son 
peiidfi, cette somme étant divisée par celle de 
toua les poids. De plus y le poids tbotal du résul-^ 
lut des divers systèmes y «st la son^me de leurs 
pmd^ partiels ; en sorte que la probabilité des 
erreux« du ïésulfat moyen de leur cns^nble y est 
propôrikimielte au nombre qui a runité* pour 
logarithme hjrperbolique, élevé à une puissance 
égale att cairé de l'erreur, pris en moins, et 
«Mdtiplié par la somm« d^ tous les poids. Cha- 
que poids d^end , à la vérité , de la loi de pro- 
lialnlilé des erreurs de chaque système, et pres- 
qifô toujours cette loi es?t inconnue j mais je 
sus heureusemtent parvenu à élimiiser le facteur 
ça4 la renferme , au moyen de la somme des 
cadrés des ^écarts des observations du système , 
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de leur résultat moyen. Il serait donc à désrfer/ 
pour compléter nos connaissances sur les résul'* 
tats obtenus par l'eiisemble d'un grand nombre 
d'observations , qu'on écrivit à côté de chaque 
résultat , le poids qui lui correspond : l'Analyse 
fournit pour cet objet, des méthodes générales 
et simples. Quand on a ainsi obtenu l'exponen- 
tielle qui représente la loi de probabilité des er- 
reurs; on aura la probabilité que l'erreur du 
résultat est comprise dans des limites données , 
en prenant dans ces limites , l'intégrale du pro- 
duit de cette exponentielle , par la différentielle 
de l'erreur, et en la multipliant par la racine 
carrée du poids du résultat, divisé par la circon- 
férence dont le diamètre est l'unité. De là il isuit 
que pour une même probabilité , les erreurs des 
résultats , sont réciproques aux racines carrées 
de leurs poids; ce qui peut servir à comparer 
leurs précisions respectives. 

Pour appliquer cette méthode avec succès , il 
faut. varier les circonstances des observations ou 
des expériences , de manière à éviter les causes 
constantes d'erreur. Il faut que les observations 
soient nombreuses , et qu'elles le soient d'autant 
plus , qu'il y a plus d'élémens à déterminer ; car 
le. poids du résultat moyen croît conune le nom- 
bre des observations , 4ivisé par le nombre des 
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élémens. Il est encore nécessaire que les élémens 
suivent, dans ces observations , une marche diffé>« 
rente; car si la marche de deux élémens était ri- 
goureusement la même, ce qui rendrait leurs 
coefficiens proportionnels dans les équations de 
condition; ces élémens ne formeraient qu'une 
seule inconnue^ et il serait impossible de les di&- 
• tinguer par ces observations. Enfin , il faut que 
les observations soient précises : cette condition^ 
la première de toutes , augmente beaucoup le 
poids du résultat , dont l'expression a pour divi- 
seur , 1^ somme des carrés des écarts des obser- 
vations, de ce résultat. Avec ces précautions, on 
pourra faire usage de la méthode précédente , 
et mesurer le degré de confiance que méritent 
les résultats déduits d'un grand nombre d'ob- 
servations. 

La règle que nous venons de donner pour 
conclure des équations de condition , les équa- 
tions finales , revient à rendre un minimum ^ la 
somme des carrés des erreurs des observations ; 
car chaque équation de condition devient rigou- 
reuse, en y substituant l'observation plus son er- ' 
reur; et si l'on en tire l'expression de cette er- 
reur , il est facile de voir que la condition du 
minimum de la somme des carrés de ces exprès^ 
sions , donne la règle dont îl s'agit. Cette règle 

7 
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est d'autant plus précise, que les observations 
sont plus nombreuses ; mais dans le cas même 
ou lenr nomlnne est petit , il parait naturel d em- 
plojer la même règle qui dans tous les cas^ offre 
Un moyen simple d'obtenûr $ans tàtonnencbent , 
les corrections que l'on cherche à déterminer. 
Elle peut seirir encore à comparer la précision 
de diverses tables dstronomiques d'un même as- . 
tre. Ces tables peuvent toujours être supposées 
réduites à la même fonne, et alors elles ne dif- 
férent que par les époques , les moyens mouve* 
mens y et les coefBciens des argumens; car si 
l'une d'elles contient un argument qui ne se 
trouve point dans les autres , il est clair que cela 
revient à supposer aul dans celles-ci , le coeffi- 
cient de cet argument. Si^ maintenant^ on rec- 
tifiait ces tables, par la totalité des boi:^ies ob- 
servations ; elles satisferaient à la condition que 
la somme des carrés de^ erreurs scÂt un m/- 
nimunt; les tables qui comparées à un noinbre 
considérable d'observations^ approchent le plus 
. de cette condition , méritent donc la préférence. 
Cest principalement datns FAstronomie, que 
la méthode exposée ci-dessus peut être employée 
avec avantage. Les tables astronomiques doivent 
rèxactitude vraiment étonnante qu'elles ont at'- 
teinte^ à la précision des observations et des 
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ihêotie^f et à l'ttsaée des équations de condition , ' 
qui font concourir un grand nombre d'excel* 
lentes observations^ à la correctiiHi d'un même 
élément. Mais il restait à déterminer la ptobatÂ* 
lité des erreurs que cette correction laisse en- 
core à craindre : c'est ce que la méthode que je 
viens d'exposer , fait connaître. Pour en donner 
quelques applications intéressantes^ j'ai profité 
de l'immense travail que M. Bouvard vient de 
terminer sur les mouveméns de Jupiter et de Sa^ 
turne , dont il a construit des tables très précises. 
U a discuté avec le plus grand soin ^ les opposi- 
tions et les quadratures de ces deux planètes , 
observées par Bradley et par les astronomes qui 
l'ont suivi jusqu'à ces dernières années; il en a 
conclu les corrections des élémens de leur mou- 
vement et Ictirs masses comparées à celle du so* 
leil , prise pour unité. Ses calculs lui donnent la 
masse de Saturne égale à la 55 1 2® partie de celle 
du soleil. En leur appliquant mes formules ât 
probabilité, je trouve qu'il y a onze mille à pa- 
rier contre un , que l'erreur de ce résultat n'est 
pas un centième de sa valeur , ou , ce qui re- 
vient k très ipeu près au même , qu'après un 
siècle de nouvelles observations ajoutées aux 
précédentes , et discutées de la même manière , 
le nouveau résultat ne différera pas d'un cen- 
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tiènie^ de celui de M. Bouvard. Ce savant as- 
tronome trouve encore la masse de Jupiter égale 
à la 1071" pairiie du soleil; et ma méthode de 
probabilité donne un million à parier contre un, 
que ce résultat n'est pas d'un centième , en er- 
reur. 

Cette méthode peut être encore , appliquée 
avec succès , aux opérations géodésiques. On 
détermine la longueur d'un grand arc à la sur- 
face de la terre , par une chaîne de triangles qui 
s'appuient sur une base mesurée avec exactitude. 
Mais quelque précision que l'on apporté dans la 
mesure des angles ; les erreurs inévitables peu- 
vent f en s'accumulant , écarter sensiblement de 
la vérité , la valeur de l'arc que l'on a conclu 
d'un grand nombre de triangles. On ne connaît 
donc qu'imparfaitement cette valeur , si l'on ne 
peut pas assigner la probabilité que son erreur 
est comprise dans des limites données. L'erreur 
d'un résultat géodésique est une fonction des er^ 
reurs des angles de chaque triangle. J'ai donné 
dans l'ouvrage cité, des formules générales pour 
avoir la probabilité des valeurs d'une ou de plu- 
sieurs fonctions linéaires d'un g^a^d nombre 
d'erreurs partielles dont on connaît la loi de 
probabilité ; on peut donc au moyen de cçs for- 
mules., déterminer, la probabilité que l'erreur 
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d un résultat géodésique est contenue dam des 
limites assignées , quelle que soit la loi de pro- 
babilité des erreurs partielles. Il est d'autant plus 
nécessaire de se rendre indépendant de cette loi , 
que les lois même les plus siniples soiit toujours 
infiniment peu probables , vu le nombre infini 
de celles qui peuvent exister dans la nature. Mais 
la loi inconnue des erreurs partielles introduit 
dans les formules, une indéterminée qui ne per- 
mettrait point de les réduire ep nombres , si Ton 
ne parvenait pas à l'éliminer. On a vu que dans 
les questions astronomiques où chaque observa- 
tion fournit une équation de condition pour 
avoir les élémens , on élimine cette indétermi- 
née y au moyen de la somme des carrés des 
restes, lorsqu'on a substitué dans chaque équa- 
tion, les valeurs les plus probables des élémens. 
Les questions géodésiques n'offrant point de sem-^ 
blables équations, il faut chercher un autre moyen 
d'élimination. La quantité dont la soiftime des an-* 
gles de chaque triangle observé surpasse deux 
angles droits plus l'excès sphérique , fournit ce 
moyen. Ainsi l'on remplace par la somme des 
carrés de ces quantités , la somme des carrés des 
re^es des équations de condition ; et l'on peut 
assigner en nombres, la probabilité que l'erreur 
du résultat final d'une suite d'opérations géode- 
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siquei^^ n'excède pas une quantité dcmnée. Maî» 
quelle est la manière la plus avantageuse de ré-^ 
partir entre les trois aiugles de chaque triangle y 
la somme observée de leurs erreurs? L'analyse 
das probabilités fait vœr que chaque angle doit 
étpe diminué du tiers de cette somme, pour 
que le poids d'un résultat géodésique , soit le 
plus grand qu'il est possible ; ce qui rend une 
même erreur moins probable. Il y a donc beau-^ 
coup d'avantage à observer les trois «angles de 
diaque triangle, et à les corriger comme on 
vient de le dire« Le simple bon sens fait pres«- 
sentir cet avantage ; mais le calcul des proba-^ 
bilités peut seul l'apprécier et faire voir que par 
cette correction, il devienat le plus grand qu'il 
e&t possible. 

Pour s'assurer de Texsarlitudje de la valeur d'un 
grand are qui s'appuie sur une hase mesurée k 
Tune de ses extrémités , on mesure une seconde 
hase vers Pautre extrémité; et Ton conclut de 
Tune de ces bases , ^la longueur de Fautre. Si 
cette longueur s'écarte ^très peu de l'observation j 
il y a tout lieu de croire que la chaîne de trian** 
gles , qui unit ces bases , est exacte à fort peu 
près, ainsi que la valeur du grand are qui* en 
nésulte. On corrige ensuite cette vsdeur, en nao*- 
diAant leis angles des triangles ^ de mamère que 
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les bases calculées s'aocOpdent avec les bas^ mer 
surées. Mais cela peut se (aire d'une infinité de 
manières parmi les^ïueUes on doit prefiéfer ceUe 
dont le r&nltat géod^siqtte a te plus gcand 
poids , puisque la même erwôiir devient moins 
probable* L'analjrse des probabilités donne des 
formules pour avoir directement la oorreetion 
h plus avantageuse qui résulte des mesures dç 
plusieurs bases, et les lois de probabilité que fait 
tmltre la mult^lidté dés bases , lois qui devien- 
nent i^uB nqûdement décroissantes par cette 

multiplicités 

Généralement y les erreurs des résultats dé- 
duits d'un grand nombre d'observations spnt de$ 
Ibncdons UnéÉi|Ës des erreurs partielles de cha- 
que observafibn. Les coefiiciens de ces fonctions 
dépiendœt de ^ nature du pr<4)lème et du pro- 
cédé suivi pour i^ienir las résultats. Le procédé 
le plus avantageux ert ^"évidemment celui dans 
lequel une même erreur da^s les résultats , est 
moins probable que suivant tout autre jM:océdé. 
L'application du calcul des Probabilités à la Phi- 
kisopbie naturelle , consiste doz|C à déterminer 
analytiquement la probabilité des valeurs de ces 
fonctions, et à choisir leurs coefficiens indi^ter- 
HKinés, de manière qae la loi de cette probabilité 
«oit le jpfais rapidement décrois^^inte. En élimi- 
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nant ensuite des formules^ par les données de 
la question y le facteur qu'introduit la loi pres- 
que toujours inconnue de la probabilité des er- 
reurs partielles ; on pourra évaluer numérique- 
ment la probabilité que les erreurs des résultats 
n'excèdent pas une quantité donnée. . On aura 
ainsi toiA ce que l'on peut désirer touchant les 
résultats déduits d'un grand nombre d'observa- 
tions. 

On pielht encore obtenir des résultats fort ap- 
prochés^ par d'autres considérations. Supposons^ 
par exemple y que l'on ait mille et une observa- 
tions d'une même grandeur. La moyenne arith- 
métique de toutes ces observations est le résultat 
donné par la méthode la plus avantageuse. Mais 
on pourrait choisir le résultat d'après la condi- 
tion que la somme de ses* écarts de chaque i^a- 
leur partielle, pris tous positivement, soit un 
minimum. Il parait, en effet, naturel de regar- 
der comme très approché , le résultat qui satis- 
fait à cette condition. Il est facile de voir que 
si l'on dispose les valeurs données par les obser- 
vations , suivant l'ordre de grandeur ; la valeur 
qui occupera le milieu , remplira la condition 
précédente, et le calcul fait voir que dans le 
cas d'un nombre inlSni d'observations , elle coïn- 
ciderait avec la vérité. Mais le résultat donné 
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par la méthode la plus avantageuse, ^st encore 
préférable. 

On voit-par ce qui précède, que la théorie des 
probabilités ne laisse rien d'arbitraire dans la ma- 
nière de répartir les erreurs des observations : 
«lie donne pour cette répartition, les formules 
les plus avantageuses , ou qui diminuent le plus 
qu'il est possible, les erreurs a craindre sur les 
résultats. • 

La considération des probabilités, peut servir 
à démêler les petites inégalités des mouvemens 
célestes, enveloppées dans les erreurs des ob- 
servations, et à remonter à la cause des anoma- 
lies observées dans ces mouvemens. Ce fut en 
comparant entre elles , toutes ses observations ; 
que Ticho-Brahé reconnut la nécessité d'appli- 
quier à la lune, une équation du temps, différente 
de celle que l'on a|>pliquait au soleil et aux pla- 
nètes. Ce fut pareillement l'ensemble d'un grand 
nombre d'observations, qui fit connaître à Mayer, 
que le coefficient de l'inégalité de la précessidn, 
doit être un peu diminué pour la lune. Mais 
comme cette diminution, quoique confirmée et 
même augmentée par Mason , ne parais^it pas 
résulter de la gravitation universeUe ; la plupart 
des astronomes la négligèrent dans leurs calculs. 
Ayant soumis au calcul des probabilités^ un 
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nombre considérable d'observattons lunaires , 
choisies dans cette vue , et que M. Bouvard voulut 
bien discuter k ma prière ; elle me parut indi- 
quée avec utie probabilité si forte , que je crus 
devoir en rechercher la cause*. Je vis bientôt 
qujelle ne pouvait être que refUipticité du sphé-<» 
roïde terrestre , négligée jusqu'alors dâinsla théo- 
rie du mouvement lunaire , comme ne devant y 
produire que des termes insensibles. J'en conclus 
que ces termes deviennent sensibles par les inté- 
grations successives des équations différentielles. 
Je déterminai donc ces termes , par une analyse 
particulière ; et je découvris d'abord , l'inégalité 
du mouvement lunaire en latitude^ qui est pro- 
portionnelle au sinus de la longitude de la lune, 
et qu'aucun astronome n'avait encore soupçon- 
née. Je reconnus ensuite, au moyen de ceMe 
inégalité, qu'il en existe une autre dans le mou- 
vement lunaire en longitude , qui produit la di- 
minution observée par Mayer dans l'équation de 
la précessiott , «applicable à la lune. La quantité 
de cette diminution , et le coefficient de l'iné- 
galité précédente en latitude , sont très proprcis 
à fixei» l'aplatissement de la terre. Ayant feit 
part de mes recherches à M. Burg qui s'occu-* 
pait alors à perfectionner les tables de la lune j 
par la comparaison de toutes les bonnes 6bser- 
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vations ; je le priai de déterminer avec un soin 
particulier^ ces deuK quantités. Par un accord 
très remarquaWe ^ les valeurs qu^ii a trouvées , 
donnent à la terre ^ le même aplatissement j^ , 
aplatissement qui diffère peu du milieu conclu 
des mesures des degrés du méridien ^ et du pen- 
* dule; mais qui^ vfi l'influence des erreurs des 
observations et des causes perturbatrices, sur ces 
mesures , me parait plus exactement déterminé 
par ces inégalités lunaires. 

£e fut encore par la considération des proba- 
bilités, que je reconnus la cause de l'équation 
séculaire de la lune. Les observations modernes 

^ de cet astre , comparées aux anciennes éclipses ^ 
avaient indiqué aux astronomes, une accéléra- 
tion dans le mouvement lunaire ; mais les géo- 
mètres, etpartieulièi^ment Lagrange, ayant inu- 

, tilement cberché dans les perturbations que ce 
mouvement éprouve > les termes dont cette accé- 
lération dépetatd, ils la rejetèrent. Un examen at-^ 
tentif des observations anciennes et modérons „ 
et des édipses iotennédiaires observées par ^ 
Arabes , me tit voir qu'elle était indiquée avec 
une grande probabilité. Je repris alors sous ce 
point de vue , la théorie lunaire , et je reconnus 
que l'équation séculaire de la lune est due k l'aC'> 
tîon du soleil sur ce satellite , oHubinée avec hi 
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variation séculaire de Texcentricité de l'orbe ter- 
restre; ce qui me fît découvrir les équations sé- 
culaires des mouvemens des noeuds et du péri- 
gée de l'orbite lunaire , équations qui n'avaient 
pas même été soupçonnées par les astronomes. 
L'accord très remarquable de cette théorie , avec 
toutes les observations anciennes et modernes ', 
l'a portée au plus haut degré d'évidence. 

Le calcul des probabilités m'a conduit pareil- 
lement à la cause des grandes irrégularités de 
Jupiter et de Saturne. En comparant les obser- 
vations modernes aux anciennes , Halley trouva 
une accélération dans le mouvement de Jupiter , 
et un ralentissement dans celui de Saturne. Pour 
concilier les observations, i^assujettit ces mou- 
vemens , à deux équations séculaires de signes 
contraires , et croissantes comme les carrés des 
temps écoulés depuis 1700. Euler et Lagrange 
soumirent à l'Analyse , les altérations que devait 
produire dans ces mouvemens , Fattraction mu- 
tuelle des deux planètes. Us y trouvèrent des 
éffiiations séculaires ; mais leurs résultats étaient 
si différens, que l'un d'eux au moins, devait être 
erroné. Je me déterminai donc à reprendre, ce 
problème important de la Mécanique céleste , et 
je reconnus l'invariabilité des moyens mouve- 
mens planétaires ; ce qui fît disparaître les équa- 
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lions séculaires introduites par Halley , dans les 
tables de Jupiter et dfe Saturne. Il ne restait 
ainsi , pour expliquer les grandes irrégularités 
de ces planètes , que les attractions des* comètes 
auxquelles plusieurs astronomes eurent effecti- 
vement recours , ou l'existence d une inégalité à 
longue période , produite dans les mouvemens 
des deux planètes par leur action réciproque , et 
affectée de signes contraires pour chacune d'elles. 
Un théorème que je trouvai sur les inégalités de 
ce genre , me rendit cette inégalité , très vrai- 
semblable. Sujivant ce théorème, si le mouve- 
ment de Jupiter s'accélère, celui de Saturne se 
ralentit^ ce qui est déjà conforme à ce que Halley 
avait remarqué : de plus , l'accélération de Jupi- 
ter , résultante du même théorème , est au ralen- 
tissement de Saturne, à très peu près dans le rap- 
port des équations séculaires proposées par Halley. 
En considérant les moyens mouvemens de Jupiter 
et de Saturne, il me fut aisé de reconnaître que 
deux fois celui de Jupiter, ne diffère que d'une 
très petite quantité, de cinq fois celui de Saturne. 
La période d'une inégalité qui aurait pour argu- 
ment cette diflférence, serait d'environ neuf siècles. 
A la vérité , son coefficient serait de l'ordre des. 
cubes des excentricités des orbites; mais je sa- 
vais qu'en vertu des intégrations successives , il 



IIO ESSAI PHILOSOPHIQUE 

acquiert pom^ diviseur^ le carre du très petit 
multiplicateur du terafps dans Fargunient de cette 
inégalité, ce qui peut lui donner une grande va- 
leur ; l'existence de cette inégalité mé parut donc 
très probable. La remarque suivante accrut en- 
core sa probabilité. En çupposant son argument ' 
nul , vers l'époque des observations de Tiebo- 
Brahé; je vis que Halley avait du trouver par 
la comparaison des observations modernes aux 
anciennes , les altérations qu'il avait indiquées ; 
tandis que la comparaison des observations mo- 
demes entre elles, devait ofiTrir des altérations 
contraires et pareilles à celles que Lambert £tvait 
conchies de cette comparaison. Je n'hésitai donc 
point à entreprendre le calcul long et pénible , 
nécessaire pour m'assurer de l'existence de cette 
inégalité. Elle fut entièrement ccmfirmée par le 
résultat de ce calcul qui, de plus, me fit con* 
naître un grand nombre d'autres inégalités dont 
l'ensemble a porté les tables de Jupiter et de 
Saturne, à la précision des observations mêmes. 
Ce fut encore au moyen du calcul des proba- 
bilités, que je reconnus la loi remarquable des 
mouvemens moyens des trois premiers satellites 
de Jupiter, suivant laquelle la longitude moyenne 
du premier, moins trois fois celle du seccwd, 
plus deux fois celle du troisième , est rigoureuse- 
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ment égale à la demir-circonference. L'approxi- 
mation avec laquelle les moyens mouvemens de 
ces astres satisfont à cette loi depuis leur decouT 
verte, indiquait son existence avec une vraisem- 
blance extrême; j'en cherchai donc la cause ^ 
dans leur action mutuelle. L'examen approfondi 
de cette action , me fit voir qu'il a suffi qu'à 
l'origine , les rapports de leurs moyens mouve- 
nfens aient approché de cette loi ^ dans certaines 
limites, pour que leur action mutuelle l'ait éta- 
blie et la maintienne en rigueur. Ainsi ces trois 
corps se balanceront éternellement dans l'es- 
pace , suivant la loi précédente ; à moins que des 
causes étrangères, telles que les comètes, ne 
viennent changer brusquement leurs mouve- 
1 mens autour de Jupiter. 

On voit par la , combien il faut être attentif 
aux indications de la nature , lorsqu'elles sont 
le résultat d'un grand nombre d'observations ; 
quoique d'ailleurs, elles soient inexplicables 
par les moyens connus. L'extrême difficulté 
Bes problèmes relatifs au système du monde, 
a forcé les géomètres de recourir à des approxi- 
mations qui laissent toujours à craindre que 
les quantités négligées n'aient une influence 
sensible. Lorsqu'ils ont été avertis de cette in- 
fluence, par les observations; ils sont revenue 
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sur leur analyse : en la rectifiant , ils ont tou- 
jours retrouvé la cause des anomalies obser- 
vées ; ils en ont déterminé les lois , et souvent , 
ils ont devancé l'observation, en découvrant 
des inégalités qu elle n'avait pas encore indi- 
quées. Ainsi l'on peut dire que là nature elle- 
même a concouru à la perfection analytique 
des théories fondées sur le principe de la pesan- 
teur universelle ; et c'est, à mon sens, une des 
plus fortes preuves de la vérité de ce principe 
admirable. 

Dans les cas que je viens de considérer , la 
solution analytique des questions, a converti 
la probabilité des causes , en certitude. Mais le 
plus souvent cette solution est impossible, et 
il ne reste qu'à augmenter de plus en plus, 
cette probabilité. Au milieu des nombreuses et 
incalculables modifications que l'action des cau- 
ses reçoit alors, des circonstances éti^angères ; ces 
causes conservent toujours avec les eflfets ob- 
servés, des rapports propres à les faire recon- 
naître et à vérifier leur existence. En détermi- 
nant ces rapports , et en les comparant avec un 
grand nombre d'observations \ si l'on trouve 
qu'ils y satisfont constamment , la probabilité des 
causes pourra s'en accroître au point d'égaler celle 
des faits sur lesquels on ne se permet aucun 
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doute. La récherche de ces rapports des causes 
à leurs effets ^ n'est pas moins utile dans la phi-' 
losophie naturelle > que la solution directe des pro- 
blèmes , soit pour vérifier la réalité de ces cau- 
ses, soit pour déterminer les lois de leurs effets -? 
pouvant être employée dans un grand nombre 
de questions dont la solution directe n'est pas 
possible f elle la remplace de ia manière la plus 
avantageuse. Je vais exposer ici l'application que 
j'en ai faite a l'un des plus intéressans phénomènes 
de la nature y au flux et au reflux de la mer. 

Pline le naturaliste a donné de ce phéno- 
mène y une description remarquable par son 
exactitude , et dans laquelle on voit que les an- 
ciens avaient observé xjue les- niarées de chaque 
mois sont^les plus grandes vers les syzygies, et 
les plus petites vers les quadratures j qu elles sont 
plus hautes dans le périgée que dans l'apogée de 
la lune, et dans les équinoxes, que dans les sol- 
stices. Ils en avaient conclu que ce phénomène 
est du à l'action du soleil et de la lune sur la mer- 
Dans la préface de son ouvrage De Stella Martis^ 
Kepler admit une tendance des eaux de la mer 
vers la lune ; mais iûfnorant la loi de cette ten- 
dance, il ne put donner sur cet objet, qu'un 
aperçu vraisemblable. Newton convertit en cer- 
titude la probabilité de cet aperçu , en le ratta- 

8 



I ^4 l^SSkl PHILOSOPHIQUE 

cbwt à son graod priiicipe <fe la pçissanteur mi-- 
Teçselfe. Il doQ^ia r^xpresaion exacte des forces 
attractives ipu produbeat le flux et le. reflux de 
la 'mer; et pour eu déterminer les effets ^ il 
supposa que la mer prend à diaque instant , la 
figure d'équilibre qui convient à ces forces. Il 
e;Kpliqua de cette manière les prix^cipaux phëno- 
mèa^$ des marées;, mais il suivait de cette théo- 
rie, Hftèe dans* uos p<»ts , les deux maoees du 
uèème jour sieraieitit fort inégales, lorsque le soleil 
et la lune auraient ûue grande déclinaisoii. A' 
Brest., par exemple., la marée du soir serait dans 
les sjzygies des aolstices , environ huit fois plus 
grande que la xosLvée da matin ; ce qui est entier 
rement contraire aux observations qui prouvent 
qpie ce^ deux mar^ sont à fort peu près égaies. 
Çé^ résultat de la théocie newtoioiienne pouvait 
tenir à la supposition que h, mer parvient à cha- 
que instant à la figuiy^ d'équilibre , supposition 
qui si'ast pas admissible. Mais la recherche de la 
vraie figure de la mer présentait de grandes dif- 
ficultés. Aidé Jiar les découvertes que les géo^ 
mètres venaient de faiine sur la théorie du moîu- 
vement des fbûdes et sur le <^cul aux diffé- 
nences partielles^ j'entre^^[îs cette recherche, et 
je 4pimai les, ^quation^ di£Gérentielles du mou-* 
v^ment de la mer, en supposaiial: qu'elle recouvre 
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la terre eiilière. En me ïi^procbant aiûsi^ de la 
nature f j'eus la satisfaction d6 voir que mes ;ré-« 
sultats se rappi?ochaient des obserrations , mii>. 
tout à regard du peu de différence qui existe 
dans nos ports , entre les deux marées syzygies 
solsticiales d'un inême jour. Je trouvai qu'elles 
seraient égales , si la mer »vâit partout la même 
profondeur ; je trouvai encore qu'en donnant à 
cette profendei^r^ des valeurs convén^le^^ on 
pouvait augmenter ta haujteur des marées dans 
u^ port, qoiltforniément auic observations. Mais 
$;es recherches , malgré leur généralité , ne sa«» 
tisfaîsaient MÉtt aux grandes difféi«nces que 
présentent ^ fliet ég^rd^ des ports même très 
voisijiis, et qui prouvent l'influence des cûr*^ 
constances Ipciales. L'impossibilité de connaître 
ces ei|x:pnstances ejt l'irrégularité du bassin des 
ngiers ^ et celle 4'iatégrer l^ ^uations aux 

■s 

différences partielles qui y sont relatives^ m'4 
forcé d'y suppléer pjar là méthode que j'ai ci- 
dessus indiquée. J'ai donc cherché à détermi* 
ner le plus de rapports^ qu'il est possible , entre 
les forces qui sollicitent toutes les molécules de 
la mér, et leuirs dOFets observables dans nos 
ports. Pour cela j'at fait usage du principe sui- 
vant, qui peut s'appliquer à beaucoup d'autres 
pbéôomèqes, 

8.. 
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«L'état d'un système de corps, dans lequel leâ 
» conditions primitives du mouvement ont dis- 
» paru par les résistances que ce mouvement 
» éprouve, ett périodique comme les forces qui 
» raniment. » 

En combinant ce principe , avec celui de la 
coexistence des oscillations très petites; je suis 
parvenu à une expression de la hauteur des ma- 
rées , dont les arbitraires comprennent l'effet des 
circonstances locales de chaque port , et sont ré- 
duites au plus petit nombre possible : il ne s'agis-^ 
sait plus que de la comparer à un grand nombre 
d*observations. éÈjL- • ^ 

Sur l'invitation de TAcadémiWies Sciences, 
on fit a Brest, au commencement du dernier 
siècle, des observations des marées, qui furent 
continuées pendant les six années consécutives. 
La situation de ce port est très favorable à ce 
genre d'observations : il communique avec la 
mer, par un canal qui aboutit à une rade fort 
vaste , au fond de laquelle le port a été con- 
struit. Les irrégularités de la mer parviennent 
ainsi dans ce port , très affaiblies ; à peu près , 

comme les oscillations que le mouvement irré- 

- il ' 
gulier d'un vaisseau, produit dans le baromètre^ ; 

sont atténuées par un étranglement fait au tiibcf' 

de cet instrument. D'ailleurs les marées étant 
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considérables a Brest , les variationsaccidentelles 
çiausées par les vents aen sont qu jane faible par- 
tie : aussi l'on rcfïnarque dans les observations de 
cesmare^Sy pour peu qu'on les multiplie, une 
grande régularité qui me fit proposer au gou- 
yemement, d'ordonner dans ce port^ une nou- 
velle suite d'observations des marées, continuée 
pendant une période du 'mouvement des nœuds 
de l'orbite lunaire. C'est ce que. l'on a entrepris. 
Ces observations datent du i*' juin de l'an- 
née 1806; et depuis cette époque^ elles onti»été 
£sdtes , chaque jour , sans interruptioiii Je dois 
au zèle infatigable de M. Bouvacd , pour tout ce 
qui intéresse l'Astronomie, les calculs immenses 
que la comparaison de mon analyse avec les ob- 
servations, a exigés. Il y a employé près de six 
mille observations Eûtes pendant l'année 1807 et 
les quinze années suivantes. Il résulte de cette 
comparaison, que mes formules représentent avec 
une ^précision remarquable, toutes les variétés 
des marées , relatives à l'élongatioit de la luue 
au soleil,' aux déclinaisons de ces astres , à leurs 
distances à la terre et aux lois de variation près 
du mcujcimum et du minimum de chacun^ de ces 
élémens. Il résulte de cet accord > une probabi- 
lité que le flux et le reflux de la mer est dû à 
l'attr^tion du soleil et de la lune, si appfo-i 
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sans laquelle ou est exposé à présêuter comme 
lois de la ixature ^ Içs effets des causes irregu- 
lières ; ce qui est arrivé souvent en Météorolo- 
gie. Cette méthode appliqué^ au réstiltat précé- 
dent , en montre l'incertitude , malgré le grand 
nombre d'observations employées , qu'il fau-- 
drait décupler pour obtenir un résultât suffisam- 
ment probable, 

Le principe qui sert de base à ma théorie des 
marées, peut s'étendre à tous les effets du hasard 
auquel se joignent des causes variables suivant 
des lois régulières. L'action de ces causés pro- 
duit dàn» les résultats moyens d'un grand nom- 
bi^ d'effets, des variétés qui suivent les mêmel 
lois, et que Ton peut reconnstttre par l'analyse 
des probabilités. A mesure que les effets se mul- 
tiplient , ces variétés se manifestent avec une 
probabilité toujours crpissante qui se« confon- 
drait avec là certitude, si le ndmbrè de ces effets 
devenait infini. Ce théorème est analogue à celui 
que j'ai développé précédemment sur Faction des 
causes constantes. Toutes les fois' donc qu'une 
cause dont la mardbé est régulière , peut influer 
sur un genre d'évènemens 5 nous pouvons cher- 
cher à peoonnaitre son influence, en multipliant 
les observations et en' les disposant dans l'ordre 
le plus propre à l'indiquer. Quand cette influence 
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parsdt se manifester; l'analyse des probabilités 
détermine la probabilité de son existence et celle 
de son intensité. Ainsi la variation de la. tempé- 
rature du jour à la nuit ^ pouvant modifier la 
pression de l'atmosphère ^ et par conséquent les 
hauteurs du. baromètre ; il est naturel de penser 
que des observations multipliées de ces hauteurs 
doivent manifester l'influence de la chaleur so- 
laire. En effets on a reconnu depuis long-temps 
a l'éipiateur où cette influence parait être la plus 
grande , une petite variation diurne dans la hsfti- 
teur du baromètl*e/ dont le^ maximum a lieu 
vers neuf heures du matin y et lejninimum vers 
trois heures du soir. Un second maximum a 
lieu vers onze heures du soir^ et le second mi- 
rUmum Ym quatre heures du matin. Les oscil- 
lations de la nuit sont moindres que celles^ du 
jour , dont l'étendue est d'environ deux milli- 
mètres. L'inconstance de nos climats n'a point 
dérobé cette variation à nos observateurs^ quoi- 
qu'elle y soit moins sensible qu'entré les tropi- 
ques. M. Ramond l!a reconnue et déterminée à 
Qermont^ chef4ieu du département du Puy-de- 
Dôme ^ par un^ suite d'observations précisés , 
faites pendant plusieurs, années ; il a même 
trouvé qu'ellb est plus petite dans les mois d'hi- 
yer, que dans les autres mois. Les nombreuses 
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observations que j'ai discutées pour reconnaître 
l'influence des attraction» du soleil et de la lune 
sur les hauteur» bârométriqttesfàParis^ m'ont serri 
a déterminer leur variation diurne. En comparant 
les hauteurs de neuf heures du matin à celles des 
mêmes jours à trois heures an soir; cette varia- 
tion s'j manifeste avec une telle évidence , que 
sa valeur moyenne de chaque mois a été con- 
stamment positive pour chacun des 72 mois écou- 
lés depuis le i®' janvier 1817, jusqu'au i* jan-*- 
vfcr 1825 : sa valeur moyenne dans ces 72 mois 
a été à fort peu près , huit dixièmes de mîHi- 
mètr<B/un pw plus petite qu'a Clermoiiit , et 
beaucoup moindre qu'à l'équateur. J'ai reconnu 
que le résultat moyen des "variations diurnes Un ,- 
baromètre^ de neuf heures du msàin, à trois 
hetjres du soir, n'a été que de o*,5428 dans les 
trois mois de novembre , décembre et janvier^ 
et qu'il s'est élevé à i™,o565 dans les trois moîfe 
suivans; ce qui coïiicide avec les obsertations 
de M* Ramond. Les autres moisi ne m'cfnt oSètt 
rien àè S€Mfnblâble. 

Pour appliquer à ce phaionaène le calcul des 
probabUkés, j'ai commencé pâi* déterminer la 
loi de probabilité des anomalies de la varia-- 
tkm ditirne, dues au hasard; En l'appliquant en- 
suite aux observations de ce phénomène, j'ai 
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trouvé qu'il y a plus de trois cent mille à parier 
cohtre uÉ, qu'une^cause régulière le produit. Je 
ne cherche point à déterminer celte cause : je 
me borne à constater son existence. La période 
dq^}a variation diurne^ réglée sur le jour solaire^ # 
indique évidemment que cette variation est due 
à l'actiofi du soleil. L'extrême petitesse de Fac- 
tion attractive du soleil sur Fàtmosphcre, est 
prouvée par la petitesse des effets dus aux attrac- 
tions réunies du soleil et de la lune. C'est donc 
par l'action de sa chaleur , que le soleil produit 
la variation diurne du baromètre; mais il est 
impossible de soumettre au calcul , les effets de 
cette actibn sur la hauteur du baromètre et sur 
* les vents. 

I^V La variation diurne de l'aiguille aimantée, est 
certainement un effet de l'action du soleil. Mais 
cet astre agit-îl ici, cottime dans la variation 
diurne du baromètre, par sa chaleur, ou par son 
influence sur l'électricité et sur le magnétisme , 
ou enfin par la réunion dé C^s influences? c'est 
ce qu'une longue suite d'observations feitès danà 
divers pays pourra nous apprendre. 

L'uii des phénomènes les plus remarquables 
du système du monde, est celui de tous les mou- 
vemens de rotation et de révolution des planètes 
et des satellites ^ dans le sens de la rotation du 
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soleil^ et à peu près dans le plan de son équa- 
teur. Un phénomène aussi VemarquSjle n'est 
point l'effet du hasard : il indique une cause gé- 
nérale qui a déterminé tous ses mouvemens. 
Pour avoir la ^ probabilité avec laquelle cette 
cause est indiquée ; nous obser^'^erons que le sys- 
tème planétaire tel que nous le connaissons au- 
jourd'hui, est composé d'onze planètes et de 
dix-*huit satellites, du moins si l'on attribue avec 
Herschel, six satellites à la planète Uranus. On a 
reconnu les mouvemens de rotation du soleil , 
de six planètes , de là lune , des satellites de Ju- 
pitef , de l'anneau de Saturne, et d'un de ses sa-- 
tellites.* Ces mouvemens forment avec* ceux de 
révolution , un ensemble de quarante-trois mou- 
vemens dirigés /dans le même sens ; or oh trouve 
par l'analyse des probabilités , qu'il y a plus de 
quatn»^ mille milliards <à parier contre un , que 
cette disposition n'est pas l'effet du hasard; ce 
qui forme une probabilité bien supérieure à celle 
des évènemens historiques sur lesquels on ne se 
permet aucun doute. Nous devons donc croire , 
au moins avec là même confiance, qu'une cause 
priipitive a dirigé les mouvemens planétaires; 
surtout si nous considérons que l'inclinaison du 
plus grand nombre»de ces mouvemens à l'équa-^ 
teur solaire , est fort petite . 
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Un autre phénomène également remarquable 
du système solaire , est le peu d'excentricité des 
orbes des planètes et des satellites , tandis que 
ceux des comètes sont très alonges : les orbes de 
ce système n'offrant point de. nuances intermé- 
diaires entre une grande et une petite excentri- 
cité. Nous sommes encore forcés de reconnaître 
ici l'efifet d'une cause régulière : le hasard n'eut 
point donné une forme presque circulaire aux 
orbes de toutes les planètes, et de leurs satellites ; 
il est donc nécessaire que la cause qui a déter- 
minéJes mouyemens de ces corps ^ les ait rendus 
presque circulaires. Il faut encore que les grandes 
excentricités des orbes des comètes résultent de 
l'existence de cette cause ; sans qu'elle ait influé 

«r les directions de leurs mouvemens ; car on 
)uve qu'il y a presque autant de comètes ré- 
trogrades , que de comètes directes , et que l'in- 
clinaison moyenne de tous leurs, orbes à l'éclip-r 
tique , approche très près d'un demi-angle droit , 
comme cela doit être, si ces corps ont été lancés 
au hasard. 

Quelle que soit la nature de la cause dont il 
s'agit, puisqu'elle a produit ou dirigé les mou- 
vefnens des planètes , il faut qu'elle ait embrassé 
tous ces corps ; et vu les distances qui le3 sé- 
parent , ^e ne peut avoir été cp'un fluide d'une 
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immeose étendue : pour leur avoir donné dans 
le même sens, un mouvement presque circulaire 
autour du spleil, il faut que ce fluide ait envi- 
ronné cet astre, comme une atmosphère. La 
'considération des mouvei»lens planétaires nous 
conduit donc à penser qu'en vertu d'une chaleur 
excessive , l'atmosphère diu soleil s'est primitive- 
ment étendue au-delà des orbes de toutes les 
planées , et qu'dlle s'est resserrée successivement 
jusqu'à ^s limites actuelles* 

Dan3 l'état priipitif où i^oias su^K)sons le so^ 
leil, il r^ssemUait ^nx nébuleuses que le téles- 
çppe nous montre composées d'un noyau jdus ou 
moins brillant^ eojtouré d'une nébulosiité qui, en 
se condensant à la surface du nojau , doit le^ 
transform^^ un jo^,.i^n étoile. Si l'on conçei 
par a^alo^ie , $oute$ ies étoiles formées de ceti 
noianièrte ; on pe^t imaginer leur état antérieur 
de nébulosité, précédé luirrméme par d'autres 
états dans lesquels la ix^atière nébuleuse était 
de plus en plus diffuse , le noyau étant de moins 
en moins lumineux et dense. On arrive ainsi, en 
remontant aussi loin qu'il est possible, à uhe 
nébulosité tellement diffuse, que Ton pourrait à 
peine en soupçonner, l'existence. * 

Tel est , en effet , le premier état des • nébu- 
leusejB que Herschel a observées avec» un soin 
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particulier^ au moyen de ses -puissans télescopes^ 
et dans lesquelles il a suivi les progrès de la con- 
densation > t non sur une seule ^ ces progrès ne 
pouvanjt devenir sensibles pour nous , qu'après 
des siècles^ mais sur leur ensemble ; à peu près 
comme on peut dans une vaste forêt, suivre 
l-aceroissement des arbres.^ sur les individus de 
divers âges^^ qu'elle renferme. Il a d'abord observé 
ta matière nébuleuse répandue en amas divers y 
dans les dîfférentefs parties du ciel dont elle oc- 
cupe une grande étendue. Il a vu dans quelques- 
uns de (?es amas , cette matière faiblement don- 
densée autour d'un ou de plusieurs noyaux peu 
brîllans. Dans d'auftœs nébuleuses, ces noyaux 
brillent davantage relativement à la nébulosité 
' qui les environne. Les atmosphères de chaque 
noyau , venant à se séparer par une jcxjndensja- 
tioji ultérieure , il eu j^spjte des nébuleuses 
multiple^ formées de noyaux brillans très voi- 
sins et environnés , cjiacun , d'une atmosphère : 
quelquefois , la matière nébuleuse en se conden- 
sant d'une manière uniforme , a produit les né- 
buleuses que l'on nomme planétaires. Enfin , un 
plus grand degré de condensation transforme 
toutes ces nébuleuses, en étoiles. Les nébuleuses 
classées d'après cette vue philosophique , indi- 
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quent avec une extrême vraisemblance , leur 
transformation future en étoiles, et Fëtat anté- 
rieur de nébulosité -, des étoiles existantes» Les 
considérations suivantes viennent à l'appui des^ 
preuves tbées de ces analogies. 

Depuis long-temps^ la disposition particulière 
de quelques étoiles visibles à 1^ vue simple , a 
frappé des observateurs philosophes. Milchel a 
déjà remarqué combien il est peu probable que 
les élpiles des Pléiades , par exemple , aient été 
resserrées dans l'espace étroit qui les renferme , 
par les seules changes du hasard ; et il en a con- 
clu que ce groupe d'étoiles , et les groupes sem- 
blables que le ciel nous présente , sont les eflfet* 
d'une cause primitive , ou d'une loi générale de 
la nature. Ces groupes sont un résultat nécessaire 
de la condensation des. nébuleuses à plusieurs 
noyaux ; car il est visible que la matière nébu- 
leuse étant sans cesse attirée par ces noyaux di- 
vers; ils doivent former à la longue un groupe 
d'étoiles , pareil à celui des Pléiades. La conden- 
sation des nébuleuses à deux noyaux forme sem- 
blablement des étoiles très rapprochées tournant 
l'une autour de l'autre , pareilles à celles dont 
Herschel a déjà considéré les mouvemens res- 
pectifs. Telles sont encore la soixante - unième 
du Cygne et sa suivante, dans lesquelles Bessel 
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vient ôe recotinaitre des mouvemens |)ropres , 
SI coiïsidérables et si peu dîflerens , que la proxi- 
mité de ces astï*es entre eux , et letir mouvement, 
autour de leur centre commun de gravité, ne 
doivent laisser aucun doute. Ainsi, Von descend 
par les progi% de condensation de la matière 
nébuleuse , à la considération du soleil environné 
autrefois d'une vaste atmosphère , considération 
à laquelle on Remonte , comme on l'a vu , par 
Texamen des phénomènes du système solaire. 
Une rencontre aussi remarquable donne à l'exi- 
stence d^ cet état antérieur du soleil, une pro- 
babilité fort approchante de la certitude. 

Mais eomiiient Fâtiiiosphète solaire a-t>-ellè 
déterminé les mouveiiÉieiis de rotation et de ré- 
volution de^planètes et des satellites? Si ces^corps 
aviôent pénétre profondément dans cette atmo- 
sphère > sa résistalnce les aurait fait tomber sur 
le soleil j on est "donc conduit à croire avec beau- 
coup de vi'aisembldhce , que les planètes ont été 
forfiaëes aux limites successives de l'atmosphère 
solaii^e qui eti se refssèrrant par le refroidisse- 
ment, a dû abandonner dans le plan de son 
équateur , des zones de vapeurs que rattraction 
mutuelle de leurs molécules a changées en divers 
spbércHdes. Les satellkes ont été pareillement 
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formés par les atmosphères de leurs planètes 
respectives. 

J'ai développé avec étendue , dans mon Ex- 
position du Système du monde ^ cette hypothèse 
qui me parait satisfaire à tous les phénomènes 
que ce système nous présente. J^ me borne- 
rai ici à considérer que la vitesse angulaire dé 
rotation du soleil et des planètes , s'étant ac- 
célérée par la «condensation successive de leurs 
atmosphères à leurs surfaces; elle doit surpas- 
ser la vitesse angulaire de révolution des corps 
les plus voisins qui circulent autour d'eux. 
C'est , en effet , ce que l'observation confirme à 
l'égard des planètes et des satellites, et même 
par rapport à l'anneau de Saturne dont la durée 
de révolution est cf^/^^S, tandis que la durée de 
rotation de Saturne est <V,4^7* ^ 

Dans cette hypothèse , les comètes sont étran- 
gères au système planétaire. En attachant leur 
formation, à celle des nébuleuses; on peut les 
regarder comme de petites n^uleuses à noyauic , 
errantes de systèmes en systèmes solaires, et for- 
mées par la condensation de la matière' nébuleuse 
répandue avec tant de profusion dans l'univers. 
Les comètes seraient ainsi par rapport à notre 
système , ce que les aérolithes sont relativement 
à la terre , à laquelle ils paraissent étrangers. 



• 



« 



^. 



SIIR LES PROBABILITJÉS. TOI 

Lorsque ces astres deviennent v»^leà pour nous^ 
ils ofirent une. ressemblance si parfaite avec les 
. nébuleuses, qu'on les confond souvent avec elle^ 
et ce n'est que par leur mouvement, ou par la 
connaissance de toutes les nébuleuses renfermées 
daiis la partie du ciel où ils se montrent , qu'on 
^parvient à les en distinguer. Cette supposition 
explique d'une manière heureuse , la grande ex- 
tension que prennent les lêtes et les queues des 
comètes , à mesure qu'elles approchent du so- 
leil ^ et l'extrême rareté de ces queues qui mal- 
gré leur immense profondeur, n'affaiblissent 
point sensiblement l'éclat des étoiles que l'on 
\vpit à travers. 

Lorsque de petites nébuleuses parviennent 
. dans la partie de l'espace où l'attraction du so- 
leil est prédominante , et que nous nommerons 
sphère dactinté de cet astre ; il les force à dé- 
crire des orbes elliptiques ou hyperboliques. 
Mais leur vitesse étant également possible sui- 
vant toutes les directions , elles doivent se mou- 
voir indifféremment dans tous les sens et sous 
toutes les inclinaisons à l'écliptique j ce qui est 
conforme à ce que l'on observe. 

La grande excentricité des orbes cométaires, 
résulte encore de l'hypothèse précédente. En ef- 
fet, si ces orbes sont elliptiques, ils sont très alon- 
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gés ; puisque leurs grands axes sont au moins 
^ux au rayon de la qf^ère d'activité du soleil. . 
Mais ces orbes peuvent être, hyperboliques^ et si^ . 
les axes de ces hyperboles ne sont pas très grands 
par rapport à la moyenne distance du soleil a la 
terre , le mouvement des comètes qui les décri-* 
vent , paraîtra sensiblement hyperbolique. Ce- • 
pendant sur cent comètes dont on à déjà les 
âémens ^ aucune n'a paru certainement se mou* 
voir dans une hyperbole ; il faut donc que les 
chances qui donnent une hyperbole sensible ^ 
soient extrêmement rares par rapport aux chan- 
ces contraires. 

â 

Les comètes sont si petites^ qtue pocu* deve- / 
nir visibles^ leur distance périhélie doit être peu 
coasidérable. Jusqu'à présent cette distance n a 
surpassé que deux fois^ le diamètre de l'orbe ter- 
rejstre^ et le jdus souvent^ elle a été au- dessous 
du rayon de cet whe. On conçoit que pour ap^ 
procher si près du sakil , leur vitesse au mo.- 
noN^nt de leur entrée dans sa sphère d'activité ^ 
doit avoir une grandeur et une direction , com-: 
prises dans d'étroites limites^ En déterminant par 
l'analyse des probal^ités., le rapport des chances 
qui d^ns ces limites > dcmnent une hyperbole 
sensible , aux chances qui ddnneni: un orbe que 
l'oift puisse ccmlbiHlre avec une parabole ; j'ai 
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trouvé qu'il y ai six mille au moins ^ à parier 
coritre i unité , qu'une nébuleuse qui ^nètre 
dans la sphère d'activité du soleil ,'de manière 
à pouvoir être observée , décrira ou une ellipse 
très alongée, ou une hyperbole qui paar la gran- 
deur de son axe, se confondra sensiblement avec 
une parabole , dans la partie que l'oii observe ; 
il n'est donc pas surprenant que jus(}a'ici^ l'on 
n'ait point reconnu de mouvemens hyperbo- 
liques. 

L'attraction des planètes y et peut *- être encore 
la résistance des milieux éthérés, a dû changer 
plusieurs orbes cométaires y dans des ellipses 
dont le grand axe est moindre que le rayon de 
la Bphère d'activité du soleil ; ce qui augmente 
les chances des orbes elliptiques. On peuifcroir^ 
que ce changement a eu lieu pour la comète de 
lySg, et pour la comète dont le période n'est 
que de douze cents jours , et qui reparaîtra sans * 
cesse dans ce court intervalle, à moins que l'éva* 
poration qu'elle éprouve à chacun de ses retours 
ail périhélie , ne finisse par la rendre invisible. 

On peut encore , par l'analyse des probabili- 
tés, vérifier l'existence Ou l'influence de certaines 
causes dont on a cru remarquer l'action sur les 
êtres organisés. De tous les instrumens que nous 
pouvons employer pour connaître les agelis im- 
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perceptibles de la nature^ les plus sensibles sont 
les nerfs, surtout lorsque des causes particulières 
exaltent leur sensibilité. C'est par leur moyen 
qu'on a découvert la faible électricité que déve- 
loppe le contact de deux métaux hétérogènes ; 
ce qui a ouvert un champ vaste aux recherches 
des physiciens et des chimistes. Les phénomènes 
singuliers* qui résultent de l'extrême sensibilité 
des nerfe dans quelques individus , ont donné 
naissance à diverses opinions sur l'existence d'un 
nouvel agent que l'on a nommé magnétisme 
animal ^ sur l'action du magnétisme ordinaire ^ 
et sur l'influence du soleil et de la lune y dans 
quelques affections nerveuses; enfin sur les im- 
pressions que peut faire éprouver la proximité 
jdes métaux ou d'une eau courante. Il est na- 
turel de penser que l'action de ces causes est 
1res faible, et qu'elle peut être facilement trou- 
''blée par des circonstances accidentelles ; ainsi , 
parce que dans quelques cas, elle ne s'est point 
manifestée, on ne doit pas rejeter son existence. 
Nous sommes si loin de connaître tous les agens 
de la nature et leurs divers modfes d'action , 
qu'il serait peu philosophique de nier les phéno- 
mènes , uniquement parce qu'ils sont inexplica- 
bles dans l'état actuel de nos connaissances. Seu- 
lement, nous devons les examiner avec une 
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attention d'autant plus scrupuleuse^ qu'il parait 
plus difficile de les admettre ; et c'est ici que 
le calcul des probabilités devient indispensable y 
pçur détejfminer jusqu'à quel point il faut mul- 
tiplier les. observations ou les expériences, afin 
d'obtenir en faveur des agens qu'elles indi- 
quent, une probabilité supérieure aux raisons 
que l'on peut avoir d'ailleurs, de ne pas les ad- 
mettre. 

Le calcul des probabilités peut faire apprécier 
les; avantages et les inconvéniéns des méthodes 
employées dans les sciences conjecturales. Ainsi , 
pour reconnaître le meilleur des traitemens en 
usage dans la guérison d'une maladie , il suffît 
d'éprouver chacun d'eux sur un même nombre 
de malades, en rendant toutes les circonstances 
parfaitement semblables : la supériorité du trai- 
tement le pluys avantageux se manifestera de plus 
en plus , à mesure que ce nombre s'accroîtra ; et 
le calcul fera connaître la probabilité correspon- 
dante de son avantage , et du rapport suivant 
lequel il est supérieur aux autres. 
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^ JppUcathn du Calcul des Probabilités auffr 

.^ sciences morales, 

* 

On yient de voir les avantfïges de l'analyse dçp 
ppobabilités , dans h recheri^he des lois des phé- 
• DPmènes natiirela dont les pawses sont inconnue;^ 
QU tj^op ponapliquées ppur que leurs effets puis- 
sent être soumis au calcul. C'est le cas de .pres^ 
que taus les objets des sdencçs morales. Tant de 
Cfiuçi^s imprévues , ou cachées , ou inappre'cia^ 
m^s, influeutsuTT l^s iustitutious humaiues, qu'il 
çst impossible d'en juger à priori les résultats. 
l^ série dçs évèneroens que le temps amène ^ 
^év^loppe ces résultats ^ et indique Ips mojenç * 
dq remédier à ceux qui $ont nuisibles. On a sour 
Yçnt fitit k cet égards des |pis sages; n)aiS| parce 
que rpn ^v^it négligé d'en conserver les inotife, 
plusieurs put été abrogée^ comme inutiles ^ et il 
a f^llu pçur li3s rétçiblir, que de fâcheuses expéf 
rieuçes en ;weut fait de nouveau sentir le besoiPf 
Il est donc bien important de tenir dans cha-^ 
que branche de l'administration publique^ un 
registre exact des effets qu'ont produits les di- 
vers moyens dont on a fait usage ^ et qui sont 
autant d'expériences faites en grand, par les gou- 
vernemens. Appliquons aux sciences politiques 



.y 



SU{1 L£$ PBOjlABXUTÈ». *^ l37 

et morales . la méthode fondée sur robservatioù 
et sur le calcul , méthode qui nous a si bien 
servi dans les sciences naturelle^. N'opposons 
point une résistance iniltilç et souvent dange- 
reuse p ^\xx effets inévitables du progrès des lu- 
mières } mais ne changeons qu'avec une circon- 
spection extrême y nos insti,tutioQS et les usages 
^ auicquels nous sommes depuis Ipng-temps plies. 
Nous connaissons bien par l'expérience du passé ^ 
les inconvéniens qu'ils présentent;^ mais nous 
ignorons quelle est l'étendue des maux que leur 
chaxigementpeut produire. Dans cette ignorance^ 
la théorie des probabilités prescrit d'éviter tout 
changement : smtout il faut éviter les change- 
mens, brusques qui dans J'ordre moral y cOmme 
danâ T c^re physique y ne s'opèrent jamais sans 
.une ^ande perte de force vive.. 
' Déjà^ le calcul des probabilités a été aj^liqué 

avec sucûès à ][dluaieura4 objets des sciences mo- 
TdXt&s Je vais en présenter ici , les principaux 
Usultats. ^ 

De la Probabilité des témoignages. * 

>» 

La plupart de nos jugemens étant fondés sur 
la prob^ilité des témoignages^ il est bien im- 
partait de la soumettre au calcul. La chose, il 
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est vrai , devient souvent impossible , par la dif- 
ficulté d apprécier la véracité des témoins, et 
par le grand nombre de circonstances dont les 
faits qu'ils attestent 9 tont acdompagnés. Mais 
on peut dans plusieurs cas^ résoudre des pro- 
blèmes qui ont beaucoup d'analogie avec les ques- 
tions qu'on se propose , et dont les solutions peu- 
vent être? regardées comme des approximations 
propres à nous guider et a nous garaptir des er- 
reurs et des dangers auxquels de mauvais raison- . 
nemens nous exposent, une approximation de ce 
genre, lorsqu'elle est bien conduite,, est toujours 
juréférable aux raisonnemens les p^us spécieux. 
Essayons donc de donner quelques règles gêné' 
raies pour y parvenir. . 

On a extrait un seul numéro , d'une urne qui 
en renferme mille. Un témoin de ce tirage an-, 
nonce que le n° 79 est sorti ; on demande la pro- 
babilité de cette sortie. Supposons que l'expé- 
rience ait fait connaître que ce témoin trompe 
une fois sur dix, en sorte que la probabilité de son 
témoignage soit'—. Ici, l'événement observé est 
le témoin attestant que le n° 79 est sorti. Cet évé- 
nement peut résulter des deux hypothèses sui- 
vantes, savoir, que le témoin énonce la vérité, 
ou qu'il trompe. Suivant le principe que nous 
avons exposé sur la probabilité des causes, tiréç 
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des évènemens observés , il faut d'abord déter- 
miner à priori^ la probabilité de révènement,dai)Ls 
chaque hypothèse* Dans la première, la probabi- 
lité que le témoin annoncera le n® 79, est là* 
probabilité même de la sortie de ce numéro, 
c est-à-dire r^Vô* ^ f^^ 1^ multiplier par la pro- 
babilité -^ de la véracité du témoin; on aura 
donc 7^3^ pour la probabilité de l'événement 
observé, dans cette hypothèse. Si le témoin 
.trompe , le n** 79 n'est pas sorti ; et la probabilité 
de ce cas est 1^^. Mais pour annoncer la âortie 
de ce numéro, lé témoin doit le choisir parmi 
les 999 numéros non sortis; et comme il est sup- 
posé n'avoir aucun motif de préférence pour les 
uns plutôt que pour les autres, la probabilité 
qu'il choisira Iç n*^ 79 est ^^; en multipliant 
donc cette probabilité, par la précédente, on 
aura ~- pour la probabilité que le témoin an- 
noncera le n° 79, dans la seconde hypothèse. Il 
faut encore multiplier cette probabilité, par la 
probabilité— de l'hypothèse elle-même; ce qui 
donne t^-^ pour la probabilité de l'événement, 
relative à cette hypothèse. Présentement, si l'on 
forme une fraction dont le numérateur soit la 
* probabilité relative à la première hypothèse, et 
dont le dénominateur soit la somme des proba- 
bilités relatives aux deux hypothèses; on aura 
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par le sixième priadpe , la probabilité de la pro^ 
mière hypothèse, et cette probabilité sera -^y c'est* 
à-dire la véracité même du témoin. C'est aussi 
♦ la probabilité de la sortie du n** 79, La probabi- 
lité du mensonge du témoin et de la non*sortîe 
de ce numéro , est 75^. 

Si le témoin voulant tromper, avait quelqu'in- 
térêt à choisir le n* 79 parmi les numéros non 
sortis; s'il jugeait, par exemple, qu'ayant placé 
sur ce numéro une mise considérable , l'annonce, 
de sa sortie augmentera son crédit; la probabilité 
qu'il choisira ce numéro, ne sera plus, oommé 
auparavant, 9^ ; elle pourra être alors j, ^p etc., 
suivant l'intérêt qu'il aura d'annoncer sa sortie* 
En la supposant ^, il faudra multiplier par cette 
fraction, la probabilité rê^^ pour avoir dans 
l'hypothèse du mensonge, la probabilité de l'é- 
vénement observé, qu'il faut encore multiplier 
par Ys; ce qui donne T^is^ pour la probabilité 
de l'événement dans la seconde hypothèse. Alors 
la probabilité de la première hypothèse, ou de 
la sortie du n° 79, se réduit par la règle preèé- 
dente, à y|^. Elle est donc très affaiblie par la 
considération de l'intérêt qiie le témoin peut avoir 
à annoncer la sortie du n* 79. A la vérité, ce' 
m^Qde intérêt augmente la probabilité 1^ que le 
témoin dira là vérité, si len^ 79 sprt. Mais cette 
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prabaHHté ne peàt excéder l'unité ou || ^ ajpsi 
la probabilité de la sortie éan? 79^ ne surpassera 
pas ^ Y- ^^ ^^ ^^^^ novLS dicte que cet intérêt doit 
inspirer delà défiance ; mais le calcul en apprécie 
l'influence. 

La probabilité à priori du numéro énoncé par 
le témoin ^. est l'unité divisée par le nombre des 
numéros de l'urne; elle se transforme ^i vertu 
du témoignage y dans la véracité même du té- 
moin ; elle peut donc être affaiblie peor ce témoi- 
gnage. Si^ par exem|de^ l'urne ne renferme que. 
deux numéros ^ ce qui donne ~ pour la probable 
lite àprivriàtlA sortie du n^ 1 ; ^ si la véracité 
^'un témoin qui Fannonce est -^ ; cette sortie en 
dei^nt moins probable. En effets il est visible 
que le* témoin ayant sIgts plus de pente vers le 
mensonge que vers la vérité ; son témoignage doit 
diminuer la probaI»lité du fait attesté^ toutes les 
fois que cette probabilité égale ou surpasse j. 
Mais s'il y a ^pois numéros dans l'urne ; la pro- 
babilité à priori de la sortie du n® i ^ est accrue 
par l'affirmation d'un témoin dont la véracité 
surpasse j. 

Supposons miôntenant que l'urne renferme 
999 boule» noires et uue boule blanche^ et qu'une 
boule en ayant été extraite^ un témoin du tirage 
annonce que cette boule est blanche. La probabr- 
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lit^ de révènement observé , déterminée à priori 
dans la première hypothèse, sera ici, comme 
dans la ques;tion précédente , égale'^à rsloô* ^^i^ 
dans l'hypothèse où le témoin trompe, la boule 
blanche n'est pas sortie , et la probabilité de ce 
cas est -^Hs' D ^^^^ ^^ multiplier par la probabi- 
lité -^5 du mensonge , ce qui donne tIIIs pour la 
probabilité de l'événement observé, relative à 
la seconde hypothèse. Cette probabilité n'était 
que T^ôôô dans la question précédente : cette 
grande différence tient à ce qu'une boule noire 
étant sortie, le témoin qui veut tromper n'a point 
de choix à faire parmi les 999 boules non sor- 
ties, pour annoncer la sortie d'une boule blanche. « 
Maintenant, si l'on forme deux fractions dont 
les numérateurs soient les probabilités relatives 
à chaque hypothèse, et dont le dénominateur 
commun soit la somme de ces probabilités ; on 
aura j^Vs pour la probabilité de la première hy- 
pothèse et de la sortie d'une boule blanche, 
et -^-^ pour la probabilité de la seconde hypo- 
thèse et de la sortie d'une boide noire. Cette der- 
nière probabilité est fort approchante de la cer- 
titude : elle en approcherait beaucoup plus en- 
core, et deviendrait r^^-i^ , si l'urne renfermait 
un miiijiion de boules dont une seule serait blanche; 
la sortie d'une boule blanche dévenant alors beau* 
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coup plus extraordinaire. On voit ainsi comment 
la probabilité du mensonge croît à mesure que 
le fait devient phis extraordinaire. 

Nous avons supposé jus<![u ici que le témoin ne 
se trompait point; mais si Ton admet encore la 
chance de son erreur , le fait extraordinaire dé- 
vient plus invraisemblable. Alors au lieu de deux 
hypothèses, on aura les quatre suivantes, savoir, 
celle du témoin ne trompant point et ne se trom- 
pant point; celle du témoin ne trompant point 
et se trompant; Fhïpothèse du témoin trompant 
et ne se trompant *point; enfin celle *du témoin 
trompant et se trompant* En déterminant à priori 
dans chacune de ces hypothèses, la probabilité 
de l'événement observé ; on trouve par le sixième 
principe , la probabilité que le fait attesté est faux, 
égale à une fraction dont le numérateur est le 
nombre des boules noires de l'urne, multiplié 
par la somme des probabilités que le témoin ne 
trompe point et se trompe, ou qu'il trotnpe et 
ne se trompe point , et dont le dénominateur est 
ce numérateur augmenté de la somme des pro- 
babilités que le témoin ne trompe point et ne se 
trompe point, ou qu'il trompe et se trompe à la 
fois. On voit par* là, que si le nombre des boules 
noires de l'urne est très grand , ce qui rend ex- 
traordinaire , la sortie de la boule blanche ; la 
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probabilité que le fait àtte^ n'est pas , approfche 
extrêmement de la certitude. 

En e'tendant cette conséquence , a tous les faits 
extraordinaires; il en résulte que la probabilité 
de Ferreur ou du mensonge du témoin , devient 
d'autant plus grande , que le fait attesté est plus 
extraordinaire. Quelques auteurs ont avancé le 
contraire, en se fondant sur ce que la vue d un 
fait extraordinaire, étant parfaitement semblable 
à celle d'un fait ordinaire ; les mêmes motifs 
doivent nous porter à croire paiement le témom, 
quand il affirme Tim ou l'autre de ces faits. Le 
sdmjile bon seais repousse une aussi étrange as-^ 
sertion : mais le calculdes probabilités, cëi don«^ 
firmant l'indication du sens commun^ apprécie de 
pkis , l'invraisemblance des témoignages àur les 
Êdts extraordinâtres. 

Ces auteurs insistent et stipposeixt deux témoins 
également dignes de foi , dont le premier atteste 
qu'il avu mort, il y a quinze jotkrs, un individu 
que le ^cond témoin affirme avoir vu hier , plein 
de vie. L'un ou j'autre de ces faits n'offre rien 
d'invraisemblable. La résurrection de l'individu 
est une conséquence,de leur ensemble ; rxms les 
témoignag€;3 ne portant point direetement ^ur 
elle , ce c^'^lle a d'extraordinaire ne dbil; point 
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affaiblir la croyance qui leur est due. (Encyclo- 
pédie y art. Certitude. ) 

Che|lwdant^ si la conséquence qui résulte de 
i'jensemble des tén^pi^ges était impossible , l'un 
d'eux serait nécessairement faux ; or une consé- 
quence impossible est la limite des conséquences 
^extraordinaires^ conyne l'erreur est 1^ limité des 
invraisemblances; la valeur des témoignages, 
qui devient nulle dans le cs^ d'une conséquence 
impossible , doit donc être très affaiblie dans celui 
d'une conséquence extraordinaire. C'çst en effet, 
ce^que le calcul des probabilités^confirme. 

Pour le faire voir, considérons deux ui^es 
A et B dont la ^première contienne un million 
àf bouj^s blanches , et la seconde , un milljypn de 
boutes noires. On tire de l'une de ces urnes , une 
boule que l'on. remet dans l'autre un^ dont, on 
' extrait ensuite une boule. Deux témoins , l'un du 
^ premier tirftge , l'autre du second > attestent que 
la boule ^^ils ent vu extraire , est blanche , sa^s 
indiquer l'urne dont elle a étd extraite. Chaque 
témoignage pri§ isolément , n'a rien d'invraisem- 
^ blable; et il est facile cjç voir que la probabilité 
du fait attelé, est la véracité même du témoin. 
Mais il suit del'ensembl^^e^ témoignages, qu'une 
boule blanche a été extraite de l'urne A au pre- 
mier tirage, et qu'ensuite, mise dans l'urne B, elle 
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a rejpam au second tirage > ce qut est fort extraor^ 
dinairé; car ce/tte seconde urne renfermant alors 
une boule blanche ^ur un million de boule^ mints, 
la probabilité d'en extraire la boule blanche, est 
Tg ctoooi * Pûur déterminer TaffînMissement qui en 
résulte dans la probabilité de la chose énoncée par 
les deux témoins ; nousrem|rqueronâ que réyène-" 
ment observé esticî laffiimatioa par chacun d eux, 
que la boule qu'iH a yu extraire^ est Uanche. Re-* 
présentons par -^ là probabilité', qu'il énotlce la 
vérité f ce qui peut avoir lieu dans le cas présent^ 
lorsque le tém(^.u netlnônlpe poitit^ et m» se trcMmie 
point , et lorsqu'il trompe et se trompe à la fois. 
On peut formel; les quatre hypothèses suivantes, 
i"". Le ][n^mier et le second témoin dii^^t. la 
vérité. Alors une boule blanche a d'abord été ex- 
traite de l'urne A, et la probabilité de cet événe- 
ment est s f puisque^ la boule extraite au premfer. 
tirage a pu sortir également de l'une.oa de l'autre 
urne. Ensuite^ la boxJe extraite ^ise dans l'uri^ 
B a reparu au second tirage : la probabilité de 
cet événement est tôtîôôtî ^ probabilité du 
£aît énoncé est donc î^^ôoa. En la multipliant 
par le produit des probabilités -^s ft rz <V^ ^^^ 
témoins disent la vérité, j, on aura ^oaoVj > Y fto P^^^* 
la probabiUté de l'événement observé, dans cette 
fwrenaiére hypothèse. 
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_2**. Le premier témoin dit lis^ vérité^ et le se^ 
èonâ 1^ la dit points soit qu'il tfompe et ne se 
trompa point, spit^ qu il ne trompa point et se 
trompe. Alors une boule blanche est sortie de 
l'urne A au premier tirage, et la pax>l)abiHtë de 
cet ëyènQi||ent est f , Ensuite ^ette boule ayant 
été mise dans l'urn^ B , une boule noire en a 
été extrait^ : la probabilité d^ ççtte extraction (^t 
i^:^; on a donc ;^|||*ppur la probabilité de 
l'événement compose. En la multipliant par le 
produit des deux probabilités 1% et 7^ que le pre- 
mier témoin dit la vérité , et que le second ne la 
dit point; on î^ura J^HIHU pour la probabilité de 
l'événement observé, dans la seconde hypothèse. 
5*. Le premier témoin ne dit pas la vérité, et 
le §econd l'énonce. Alors une boule noire est 
sibrtie de l'urne B ;^u premier tbipge , et après 
avoir *été mise 4^iisr|^me A , une boule blanche 
à été ei^ait^iiç cette urne. La probabilité du 
premier de ces évènemens est 5 , et celle du se-*- 
cond est/^pi^; la probabilité de l'événement 
composé 'est donc lllolll > En la multipliant par 
le produit des probabilités t? et ■^, que le pre- 
mier téofudin ne dit pas la vérité , et que le second 
l'énonce j;^n aura iH-^l^ifs pour la probabilité de 
l'événement .observé , selative à cette hypothès^ 
4"^. ^Ënfîn, s^cun des témoins ne dit la vérité. 

10.^ 
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Alors une boiile noire a été extraite de Fume J| 
au premier tirage; ensuite ayant été mise dans 
l'urne A , elle a reparu au second tirage î la pro»- 
habilité cle cetlévènément composé est r^^^ôï- 
En la multipliant pat le produit des probabili- 
tés 7^ et •^, que chaque témoin ne dit pas la vé- 
rité; on aura ^ooooo^oo pûur la probabilité de 
révènement observé , dans cette hypothèse. 

Maintenant, pour avoir la probabilité de la 
chose énoncée par les 'deux témoînâ, savoir, 
qu'une boule blanche a été extraite à chacun des 
tirages ; il faut diviser la probabilité correspon- 
dante à la première hypothèse, par la somme 
des probabilités relatives aux quatre hypothèses ; 
.et alors on a pour cette probabilité, rw^HsôT, 
fraction extrèmeiheat petite. 

Si les deux témoins affirmaient, le premier,» 
qu'une boule blanche a été extraite de l'une des 
deux urnes A et B ; le second , qu'une boule 
blanche a été pareillement extraite de l'une des 
deux urnes A' et B', en tout semblables aux pre- 
mières; la probabilité de la chose énoncée par 
les deux témoins serait le produit des probabi- 
lités de leurs témoignages ou -^; elle serait 
donc, cent quatre-vingt mille fois ^ moins, 
élus ^ande que la précédente. On voit par là> 
combien dans le premier cas , la réapparition au 
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second tirage?, de la boule blanche extraite au 
premier, conséquence eictraordihaire des deux 
JtémoignageS). en âflfeiblit la valeur-. 

Nous n'ajouterions point foi au témoignage 
d'un'homme qui nous attesterait qu'en projetant 
cent dés en Tair^ ils sont tous retonibés sur la 
même face. Si nous avions été nous-mêmes spec- 
tateurs de cet événement, nous n'en croirions 
nos propres yeux, qu'après en avoir scrupuleu-^ 
semient exanainé toutes les Circonstances, et après 
en avoir rendu, d'autres yeux témoins,, pour être 
bien sàrs qu!il n'y a eu. ni hallucination ni pres-r 
tige. MaisMprès cet examen, nous ne balance- 
rons point à l'admettre, malgré soël. extrême in- 
vraisemblance^ et personne ne serait tonte, pour 
l'expliquer, de recourir à un renversement des 
lois de la vision. Nous devons en conclure que la 
probabilité de la constance des lois de la na- 
ture, est pour nous, supérieure à celle que Fé* 
vènement dont il s'agit, ne doit point avoir lieu ; 
probabilité supérieure elle-même à celle de la 
plupart des faits historiques qae nous itegardons 
^ xomme iiicontestables. On peut juger j^ar là du 
.' poids immense de témoignages , nécessaire pour 
admettre une^ suspension des lois naturelles ; et 
combien il serait abusif dlbppliquer a ce cas les 
le^les, ordinaires de la criti<|ue. Tqus ceux qui 
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sans ofl&ir cette" immensité de témoignages > 
etayent ce «^'iis âva^nce^t , de récâts d'^vèttemens 
contraires à ^s lois^ afikiMfôsent plutôt qu'îfe 
a'atigmeiitefat ta^xo^^nct ^'ils dkercl^iri: à in- 
Spitêr ; caÉ* alors ces récits rendent 'très probable 
l'erreur où ie nien^nge de lears auteurs. Mais ce 
^î dâmsnue la croyance dès hommes -éclairée ^ 
acoitÀt soiivent celle du Tttlgaîre> toujours avide 
éa merr^slieu^. - 

B y a des cho^s %ilem«nt e&lraordîhaires ^ 
ique rien ne peut ^n fcalaat^r rinvraîsenMaTice: 
Mais celle-^C|9 par l'effet d'unie opinion <4dom^ 
^nte^ peut être^Lfïaiblieau poitYt de ffaraftré in- 
iërièure à II: probabilité ^dés 4;émoignages ; et 
tjuand imie ofnnion vient à changer > un réc% 
absurde adm^' "onflciamem^t dans' le siècle qui 
lui a donné naissance^ n^ofifee aux siècles suivanis^ 
^'une • nouvelle preuve de l'extrême infliïence 
4e Fopmion générale , sur les meilieurs esprits. 
Deuiç grands hommes du liècle de Louîis XIV ^ 
•fiacine et Pascal en sont des eKem|des frappans. 
ffl est affîgèantde voir avec quelle complaisance^ 
Racine, *ce peintre adnwrabk du cœtu* h^^s^if 
«t le poète le plus parfait qui fut jamais^ rapV 
|>orte comme miraculeuse ,, la gtimson de ia 
jeune Perrier, nièce <tte Pascal et penàioisH^re 
à l'abbaye de Port-Royal : il est^éxiSb^lè deJifre 
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fes raiisçniliemeiis pap desquels j^ascal cherche à 
prouyqr que ce miri^cle devenait néoefisaîre à la 
i^eligippi^pouF {ystifier la doetrioe des reUgienses 
de qi^tte £|bbaye , alors pevsécotées par lès Jësnites. 

,Ija jçuQe Fi9per était depuis trois^ abs et demi , 
alÇîgép d'um fistule lacrymale < el|Ë toucha de 

•^pn cail m4^^f^^^^'^^Uw^ qu^^Fôn prétendait 
litre; une dçs ëpihes âb ^la couronne d^ Sauveur^ 
et elle^ sç çf^ut à l'instant guérie. Quelgpes jours 
après, l^s mé^â^HS (St les chirurgien» constatèrent 
ta gttdrison^et ils jugèrent que la nature et les re- 
mèdes n'y ayaî^^t eu. aucune part. Cet événement' 
arrivé en i656 #, ^y^nt fait igi, grand bruit; 
jtf tout Paris s^ porfa, dit Racii^e^.à Poist-RçyaL 
)) La foule çrpissiptd)^ jom; en jour , et Dieu 
ï> même ^emlilail^ prendra plaisir à autoriseï^ la 

' >) dévotion des peuples ^. p^ la quantité de mi- 
i) racles qui se firetit ^ncetté"^ église. » A cette 
époque^ les miracles §t les sortilèges ne parais- 
çai[ent pas encoi^ invraisembl^es; et l'on n!hési- 
tait point à leur attribuer les singulaoîtés de la 
j;^ature^ que l'cfn nenquvait autrement expliquer. 
(Cette manièi^e d'envi^ger les effets extraordi- 
naires i «se retrouve dfm^ le^» ouyrages les plus 
jcemàrquab^s dj^'^siècle dje Lpuis XIV, dans 
rJSss^i rt^^e §^r Fentendement humain , du sage 
ii9çke,^qui dit en parlait des degrés d'asséwti- 
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ment : w quoiqij^ la commune expérience et le 
» cours ordinaire des choses aient afVec raison^ * 
» une grande influence sur iesprit des hommes,, 
» pour les porter à donner ou à refuser leur «on- 
» sentemen\; à une chose qui leur çat proposée à*» 
» croire ; il y a pourtant un cas où ce qu'il y a 
« d étrange dans un fait, n'aflFaiblit point Fassent' 
M timent que nous devons donner au témoignage 
» sincère, sur lequel il est jSbadé. Lorsqtie des 
i) évènemens surnaturels sont conformes aux 
» fins que se propose celuî qui a le pouvoir de 
)) changer le cours de la nàtur», dans un tel 
» temps et dans de telles circonstances; ils peu- 
» vent être d'autant plus propres à trouver^ 
» créance dans nos esprits, qu'ils sont plus au- 
» dessus des observations ordinaires , ou même 
j) qu'ils y sont plus opposés. >» Les vrais princi- * 
pes de la proba'bllîté des témoignages J ayant été 
ainsi méconnus des philosophes auxquels la rai- 
son est principalement redevablevde ses progrèSs ; 
j'ai cru devoir exposer avec étendue*^ les résultats, 
du calcul sur cet important objet. - 

Ici se présente naturellenwnt la discussion d'un 
argument fameux de Pascal, que Craig , *ttathif- 

' mfticien anglais, a reproduit ^ous' une forme 
géométrique. Des témoins attestesl; qu'ils tien- 
nent de la Divinité même, qu'en se conformamt 
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à tcîle eliosé', 6» jotûra, nOn pas d'une ou de 
deux : mais d'une dnfîm*é* de vies- heureusies,. 
Quelque faible, quasoit la probabilité des témoi- 
gnages, pourvu qtifelle ne^soit pas.înfimment 
petite,- îLest dafir que Ikvanlage de ceux qui se 
coafôrment à la chese prescrite , est infini , pdis^ 
qu'il est le produit de cette probabilité paf un 
bien iafîèi; on B^e doit ^donc point balancerai se* 
procfarer cet avajatage. 

Cet af^unaeAt est fon^é sur le nombre infini 
des vies heureuses^ promises au nom de la Di^i*^ 
laite , par les témoins ; il faudrait donc faire ce 
qu'ils prescrivent, précisément parce qu'ils exa- 
gèrent leurs promesses au - delà de toutes li- 
mites, conséquence <Jui répugnt au bon âen&^ 
Aussi le calcul nous 'feitj-il voir que cette exagé*^ 
ration même affaiblit la probabilité de leur té-- 
moîgnage , au point de la rendre infiniment pe-~ 
tite ou nulle. En ^ffet^ ce cas revint à celui d'un, ^ 
témoin qui .-annoncerait la sortie du numéro kr 
plus; élevé, d'une ij^e remplie d^un ^andnom-^ 
brede numéros dont un seuj a été extrait, etquî 
aurait un grand intérêtii annoncer la sortie de ce 
numéro. On a vu précédemment combien cet in-*, 
térêt affaiblit son témoignage. En n'évaluant qu'à 
I la pfob«ibilité que si le témoin trompe^ il choi- 
sira le {^us grand naméroj;, le calcul doim^ \^ 
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probaBtlité de son yinyicej^ p)fi$ fe^ cp^MS^e^ 
fraction dont le n){ni^«ateur^st l'unité , et dont le- 
1âéa<|p»inateur est rutilé pln^Iar ç^oitié du pi»»- 
duu du uoxnbrç de^cwnéro«,» par la probabilité- 
du n^ensonge coi^^idéFfe à priori qn pidépen^ 
(J^piment de Fanaonce. Fouv assimiler ce ca& à 
celiy^de4d^um6nt de Fasc^al, il suffit de re^ré-^ 
^3enj^ p^ les numéros àfi l'uiny , tousl^^s npni- 
jbres po^î})les de vies halirçBseS; ce qui r^nd le 
noçQibre de ces rf^jpéros ^ infini ; et>d'6bs||^er que 
jP les tém^îiig^tronAient, ils Qjnt h plus girand in-^ 




babi^it^ de leur témoignage; devient alors iiti^i- 
^ent j)e|itel. % la multiplianii par le |iQmbr9 
infini deupes beuréuses^|>rQiaaise6; Finfîni^dispa- 
^rjit ^u produit fjqft e^gprimç f ayuntage résultant 
de cette^romipsât^ é^ qui détruit lai^ument de 

Considérons présejiteiii^Qt la i^çbabilité' de 
re|2|iembj|a de plusieuai tém^gàages sur un faijt 
détermine., Poôr fixer 4es* idées ^^ su|^osons que 
ce fait soit la sortie J^im ^uméro d'une urne qui 
en renferme c^t ^ et doatOnii extrait un seul nu- 
¥qjpro.D#ux témoins de ce tirage , annoncent que 
le n° 2 est ^orti; et l'on dçmjpid^la pa?.oBabilité 
résultante de Ten^einble de. ces témoignage. On 
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peut •former ces deux hypothèses'; les témoîq^ 
disent la vérité.} les fémoîus trompeût.^ DaM la 
preknibre hypothèse, le nP 2 est^oftî , çt la pro- 
babilité de cet éveDenient est 7-^* II faut la mul- 

irtt)ligr par le produit dés YéraciUpî dSs témoins, 
vmiçîté^ cpie nous supposercms être -^ et 7^; on 
aura^dônc ri-soù^ pour la probabilité de Tév^è- 
nienl<>b^nré , dans cette hypothèse. Dans là $e-^ 

l^nde, le n^'2 nVst pas sorti, et la ^probatnlitê 
dé .cet événement est.^. Mais l'accorcl d^s té^ 
moins exige alors gu'en cherchant à trompa ^ 

41$ çhldtsiss^t l^us deux le nnm^ a ^ sut les 
99 numéros* :^^.iéortis. : la pFohj|bilité de qp 
choix, si les témoitas ne sVntendenjt poiçt, pst 
U proAdîtâe la l^àcd^iitiig^ ^ paryie*«^cx^ i| 

^ftidr'eqisùife â^ult^Sièr ce)» .deux probabililés en^ 
semb|e ^ ef pa)^ le/p^soduif des probabilSés j? et -^ 
que les témdkfe «rjD^pent ; on aufa ainsi 330^^ ,' 
pour H pnQl).ab3ité4e l'évèneoiei^^ dana 

4fP la seconde Ityipothise/ Maintenant ,cÀi aura l^t^ *^ 

babilitëéii fait atSisté cm de la sortie ùBLut a , en 
divisant la prôb2dKJÎte relative à la première hy-v 
* pdthèsè>'f»r^ià7Sl|^tme desprol^ 
aux dense hy^^èses; cette pï^ibabiljJEE sera 
donc TzBi ^ lat>tt)b6bilité d# la noursoftie de 
«e numéro et du HtaisongeTdes^tétnoins sera y^Vs- 
. Si l'urne ne. renifermatt que les numéros i et ;2^, 
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€ûi trouverait de la même manière , |j pôurlà!» 
probabilité de la sortie du n^ 2 , et par conséquent 
•^ pour la probabilité du mensonge des tériioîns^ 
probabilité quafre-vingt-quatorze fois au moins ^, 
plus grande que M précédente. Cfei voit par là ,. 
combien la probabilité du mensonge dès témoins 
diminue, quand le fait qu'ils attestent est moins 
probable en lui-même. En effet, on coi^oit qua-^- 
lors l'accord des témoins,; Içifequ'îlfe trompent,^ 
devient plus dîflScile, à moins qii' ils ne s'enten- 
dent, ce que nous ne supposions pgs fci. 

Dans le cas précédent où l'iariiirn^renfermant 
que deux numéros, la probahtlitaa/^riandu fait 
attesté est l ; la probabilité résultante des témoi- 
gnages, est le produit dès Véracités des témoins^ 
divisé'par ce produit ajouté- à celui des probabi- 
lités respectives de leur mensonge. 

H uoùs res|e^ considérer l'influence du temps,^, 
sur la'l^babi^lé^s^faits transmis par tinë chaîne 
tradtlionÈfeUfe^ ol^ témoinâ. Il est clair que. cette 
probabilité doit dîtninuer à mesure que la chaîne 
se prolonge* Si le fait n'a aucune probabilité par 
lui-^ême, tel que la sortie d'iiû n* d'une urne qui • 
^nrenfernie une infinité; celle qu'il acl5|1iiert^ar 
les témoignages, décroit suiv ant le produit conHhu 
de la véracité des témoins. Si le fait a par lui- 
snême, une probabilité; si, par exemple, ce fait 
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^t la sortie du n® 2 d'une umequreu reu&npe un 
nombre fini , et dont il est certain qu'jon a extrait 
un seul numéro ; ce que la <^bialne traditionnelle 
ajoute à cette probabilité^ décroit suivant un pro- 
duit coutinu , dont le premier facteur est le rap- 
port du nombre des imméros de Fume moins un, 
h. ce même nombre ; et dont chaque autre fac* 
teur fst la véracité de chaque témoin , diminuée. ^ 

du rapport de la pr^abilité de son mensonge , 
au nombre des numéros de l'urne m^ins un; en 
sorte que la limite de la probabilité du fait , est • * 

celle de ce fait considérée à priori ou indépen- v 

damment des témoignages^.probabilité égale k lu- * 

nité divisée par le nombre des numéros de l'urne* 
L'action du temps affaiblit donc sans cesse , la 
probabilité des faits historiques, coupne elle al- 
tère les monumens les plus durables^. On peut, à 
ia Irérité , la ralentir en multifritiant et conservant 
lés témoignages et les monumens qui les étayent. 
L'imprimerie office pour cet objet , un grand . "^f 

iBoyen malheureiisement inconnu des anciens^ 
Malgré les avantages infinis qu die procure , les 
révolutions physiques et morales dont la sur&ce « 

de ce glob$> sera toujours agitée, finiront, en se 
joignant à l'effet ij^évitable du temps, par rendre 
4outeux après des miili^r&.d'annéQS, les faits his- 
toriques aujourd'hui les plus certains^. 

t 



•• 



** 



i53 BSsAx nmiiOsopHiQUE 

. Cr^#,^ayç, df;.. soumettre au caloul, Faflai-- 
I>lissement 9 graduel des preuves^ de la religion 
chrétienne : en sup||OS||it que le monde doit fi-* 
niiT à Tëpoquè Qn elle cessera d'être probable , il 
tttHiye que qela doit arriver^ i454 ans après le 
moment où il écrit. Mais son analyse est aussi > 
fautive , que son b|rpOthèse i|u* la durée du monde 

\De^ choia: et des décisions dès assemblées. 

La probabilité de^. décisions d un^ assemblée 
dépend de la pluralité d^ voixj^ des lumières et 
de rimpsô^tialité des ipembres qui la (Composent. 
Tant de passions e^ d'îi^térêts particuliers y me-* 
lentili souvent leur influenee^ qu'il ^st impossible 
àfi soumetins^ au calcul, cette probabilité. U y a 
cepend^t quelques résultats généraux dictés par - 
le simple bon sens , et que le calcul confirme. *i^ 
p^ exemple , Y^sssevàiblée esjt très peu edairée Ar» 
l'objet soumis kh^ dêdâion; si cet obje^t exige 
des considéïrations délicates ^ ou si la vérité sur^ce 
ppint^sst contraire à des pr^ugés reçus, en sorte 
qiiïl y att plusd^ipi conice un à parier que oliaque 
votant s'ep ^ïij&ca; alors la décisiom delà ma-* 
jorité sç^a probablement noau^aise , €t la ora^^te 
à oe^'ég^iip d'aul^iM: plus fondée, qvl^W 
semblée sfipa plus jgiomlkei)^. Il importe donc k 
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la^hji^e publifue , que le^ assemHI^ n akat à 
proiioncer qu^mr de»». j^J^jUts à la p|Hr^^ du plus 
gd norilbre : il lui importe que l'ii^ti^wtioii 
Cgéoëraleme&t répandue^ et que ^ bons ou-^ 
v«ages fondes stû* la rMPon et ^uivlexpéiçieflce, 
éclairent cseux qui sont appelas à décider duFsoft 
de leurs semblables ou à les gothremer^ et les ^ 
premuais^nt d'ayance coa^e les fâfux . a|lérçus ^ 
et les'|>reyentions^d^ l'ignor^ce. Les^ayans <Hit 
de fréq^ntés occasions de remarquer que les 
pr^imei:^ aperçfs^troilappntiiouyjgity et que le 
vrai n'est pas, toujours vfaîsemWame. , > t 
Il est^ifficile 4^ connaltreièt même ^défiltiir 
le vœu d'^e assemb}^ , au milieti 4e4a yarîété ' 
des opinions de ses njernbres^ ^Ss^opa de donner 
sur cela, quelgues règle», en cq^sidérànC 1^ 
deux cas les ^u^ ordin^^s^ l'ëlecticKpi ^tftre^u- 
sieurs candidats, et céwi,j^tre {>riisieuts*mopo«>- 
sitions rdatives aj^même^objet.^' A-"- 

., i|>nll|u uljfe assemblée doit choisir^fre plu.^ 
sieurs csgididats qtd se prés^tent potir uiie ou 
plusieut*s places du même i^ejjke; ce ({ui pafai| 
le plus sinipleISst deffaiiie écdre à chaque votant, 
sur uD,biUet,aes noms d^toW les tcandidats, 
suîyant Tordre du«nérite qu,'j^ei|jf attnlAie.«.Sn 
supposant qu'il (es classe de Jboime foi^ i ins^iftc- 
tion de c^ billets fera eonnaltle 1^ r#yfatMl# 
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élections ^ de quelque- manière quç tes^caE^i^^ts 
soient compares entre?* eux; en sorte que de nou- 
velles élections ne peuvent apprendre rieQ de 
plus à Qdt ^aïd. U «'agit présentemeiiit d'^n oom- 
• dure l'ordre de .préférèftce j que les hillets étai- 
blissent entre les candidats. Imaginons que^ I'oipl 
donne à chaque électeur, une urne «qui contienne ^ 
une infinité de bouges au moyen desquelles il 
puisse nùèncer tous Içs d^$és de mérite des 
candidats : concevons encore qu'il tii?p de son 
urne, un nombre *de l)Oules pix>porti<j^9di ^au 
jnérite de chaque candidat , et supposons ce 
uoïnbre écrit sur un billet, a, côté dij-noni du 
candidat. Il est clair qu'en faisant une^omme de 
tous les nombres relatifs à x^haque candidat sur 
'qhnque bill^, celui de tous Içs candidats qjii 
aura la plus grande somme ^ ser^ le candidat que 
l'assemblée préfère; et (ju'en général. Tordre de 
préférence des candidats, sera celui-des sommes 
relatives à chacun d'eux. Mais les bMet^iàé A^r- 
quent point le nombre des boules que chaque 
électeur donne aux candidats r ils indiquent sdu* 
lement que le premier en a plus que le second, 
le second plus que le troisième, et ainsi de suite. 
En supposant donc au prenàier , sur un billet 
^dminé , un nombre, quelconque de l)Oules ; toutes 
Jes coinbinaisons des nombres inférieurs , qui 
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remplissent les conditions précédentes, Sont éga- 
lement admissibles; et l'on aura le ncHSibre de 
boules y relatif à chaque candidat, en Êûsant une 
somme de tous les nomiires que chaque combi- 
naison lui donne, et en la divisant par le nombre 
entier des combinaisons. Une analyse fort simple 
£ut voir que les nombres qu'il faut écrire sur 
chaque billet à coté du dernier nom , de l'avant- 
dernier, etc. , sont proportionnels aux termes 
de la progression arithmétique i, 2, 3, etc. En 

écrivant donc ainsi sur chaque billet , les termes 
de cette progression, et ajoutant les termes 
relatifs à chaque candidat sur ces billets ; les 

diverses sommes indiqueront par leur grandeur , 
Tordre de préférence qui doit être éjabli entre 
les candidats. Tel est lé mode d'élection , qu'in- 
dique la Théorie des Probabilités. Sans doute, il 
serait le meilleur ; si chaque électeur inscrivait 
siu* son billet les noms des candidats | dans l'ordre 
du mérite qu'il leur attribue. Mais les intérêts 
particuliers et beaucoup de considérations étran*- 
'g^es au mérite , doivent troubler cet ordre , et 
faire placer quelquefois au dernier rang, le can- 
didat le plus redoutable à celui que l'on préfère ; 
ce qtiL donne trop d'avantage aux candidats d'un 

médiocre mérite. Aussi l'expérience a-t-elle fait 

* II 
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abdndoilner ce mode d'élection ^ dans les éta- 
blissemens qui 1 avaient adopté. 

L'électioii à la majonté absolue des suffrages 
réunit à la certitude de n'admettre aucun des 
candidats que cette majorité rejette ^ l'avantage 
d'exprimer le plussouyent, le vœu de l'assemblée* 
Elle coïncide toujours avec le mode précédent, 
loi^squ'il n'y a que deux candidats. A la vérité , 
elle expose à l'inconvénient de rendre les 4^1eo 
tions interminables. Mais l'expérience a fait voir 
que cet inconvénient (^st nul, et que le .désir 
général de naettre fin aux élections , réunit bien- 
tôt la majorité des suiOTr^es suc un des candidats. 

Le choix entre plusieurs proposition^ relatives 
au même objet, semble devoir être assujt^ti aux 
mêmes règles, que Sélection enti'e plusieurs can?- 
didats. Mais il existe entre ces deux cas , cette 
diflférence , savoir , que le mérite d'un candidat 
n'exclut point celui 4e ses concurrens ; au lieu 
que si les propositions entre lesquelles il faut 
choisir soût contraires, la vérité de Fune exclut 
la vérité des autres. Voici comme on doit alors 
envisager la questioui / 

Donnons à chaque votant, une urne qui ren- 
ferme un nombre infini de boules j et supposons 
qu'il les distribue sur les diverses propositions , 
en raison des probabilité respectives qu'il leur 
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attribue.-* Il est clair que le nombre total des 
boules exprimant la certitude , et le votant étant 
par, rbypothèse , assuré que Fune des proposi- 
tions doit être vraie; il répartira ce nombrt ed 
entier , sup les [nropositions. Le prôblèftie se ré- 
duit donc k déterminer les combinaisons ds^as 
lesquelles les boules seront réparties de manière 
qu'il y en Hit plus siir la première proposition 
du billet y mafi sur la seconde ; plus suc la se-* 
coude que sur la troisième , etc. ; à faire les 
sommes de tous les nombres de boules , relatifs 
à chaque prop6sition daiis ces diverses combi- 
naisons; et à diviser cette somme ^ par le nombre 
des combinaisons : les quotiens feront* les n^ga^ 
i(€es de boules^ que l'on dt>k attribuer aux pro- 
positJbns sur un billet quelconque. On trouve 
par 1 analyse /qu'en paitant de Ja dernière pro- 
position, pourjÉgboa\ér à la première; ces quo- 
tiens sont entrireux , comme les quantités sui- 
vantes' :' t% l'unité* divisép- par le nombre des 
propositionÀ^I^ :2^ la quantité précédente aug- 
mentée de 1 unité divisée par le nombre des 
propositions moins une ; 5"" cette seconde quan- 
tité augmentée de l'unité divisée par le nombre 
des propositioiis moins deux ; et ainsi dfk reste. 
On écrira donc sur chaque billet , ces quantités 
à t;ôté des prcq^itions Ibrreâpondantes ; et en 
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Ajoutant les quantités relatives à chaque propo^ 
sition, sur les divers billets; les sommes indi- 
queront par leur grandeur., l'ordre de préférence 
que^l'assemblée donné à ces propositions. 

Disons* un mot de la manière de repouyeler 
lés assemblées qui doivent changer en totalité , 
dans un nombre d'années, déterminé» Le Tenon-* 
vellement doit^il se faire à k fois ; otî convient-il 

9 r 

de le partager entre ces anné^? H'après ce ^ev^ 
nier mode • l'assemUée ferait formée sous f in^ 
fluence des diverses Oj>inîons dominantes pendant 
la duijpe de son renouvellement; Fopinion qtây 
régnerait alors , serait donc très probablement la 
moy^enne* de toutes ces opinions. L'assemblée 
recevrait ainsi du teshps , le même avai)^ge que 
lui donne l'exten^on des élections de ses Ibem-*' 
bres , à toutes les parties du territoire qu elle 
repente. M.in.eian., «MV«d«e ce ^» 
Texpérience n'a que trop fait coiinaitre, savoi^^ 
que les élections sont toujours dir^es dans le 
sens le plus exagéré des opinions dominantes f, 
on sentira combien il est utile de tempérer ce^ 
opinions, les unes parles autres, au moyen d'un 
renouvellement partiel. 
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f>e bi probabilité des Jugemem des tr^urutuai^ 

• 

L'analyse confinne ce cpit le siiûple bon sens. 
' jl^ous dicte y savoir, que la bont(^ des jugemens 
est d'autant plus probable; que les juges sont 
plus nombreux et plus éclaires. Il importe donc 
que les tribunaux d'appel remplissent ces deu^ 
conditions. Les tribunaux de première instance, 
plus rapprochés des justiciables ,* leur offrent l'a- 
vantage d'un premier jugement déjà probable, et , 
dontils se contentent souvent ,^* soit eqt^transigeanl^ 
soit en se désistant de leurs {»*étentions. Mais si 
l'incertitude de l'objet en litige et son imporr 
tance déterminent un plaideur à recouor» au tri- 
bunal d'appel ; il doit trouver dans * une plus 
grande probabilité d'obtenir un jugement équir- 
table y ptus de sûreté pour sa fortune J et la com- 
pensation des embarras et d^s frais qu'une nou- 
velle procédure entraine. C'est ce qui n'avait 
point lieu dans l'institution de l'appel réciproque 
des tribunaux de département, institution par là^ 
tvès pr^ptdiciable aux intérêts- des citoyens. Il 
serait, peut-être, convenable et cîonforme au 
calcul des probabilités, d'exiger une majorité de 
deux voix au moins , dans un tribunal' d'appel^ 
pcftir infirmer h sentence du 'tribunal iiiféi:ie^r«^ 



< j ' j 



l66 ESSAI l>HILOSOi»raQUE 

On obtiendrait ce résultat , si le tributftil d'appeî 
étant qcmiposé d'un nombre pair de juges , li 
sentence subsistait dans le cas de Fégalité des 

VOIX, 

Je vais considérer pàrticulièrenient les juge- 
mens en matière crtaïitieUé. 

Il faut sans doute aux juges, pour condamtiêr 
un accuse , les plus fortes preuves de son délits 
Mais une preuve morale n est jarhais qu'une pro- 
babilité ; et l'expérience n'a que tropfeit contialtre 
les erreurs dont les jugeniens criminels^ ceux 
mêmes qui^paraissent être lés plus justes, sont 
encore susceptibles, ta possibilité de reparer ce$ 
erreurs est le plus solide argument des philôso- 
pbes qui ont voulu proscrire la peine de mort; 
Nous devrions donc nous abstenir déjuger, s'il 
nous fallait attendre l'évidence mathématique: 
Mais le jugement est commandé par le danger 
qui résulterait de l'impunité ducritne.^Ce juge- 
ment se réduit, si je ne me troittpe, à la solu- 
tion de la question suivante. La preuve du délit 
de l'accusé a-t-eîle le haut degré de probabilité 
nécessaire , pour que les citoyens aiei#moins à 
redouter les" erreurs des tribunaux , ^il est înno^ 
cent et condamné r ^^ ses nouveâu'X aftdtttats , 
et ceux des malheureux qu'eilhardiraît l'exemple 
de son impunité , s'il était coupable et absoÂs ? 
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La^olption de cette qu^tion dépiend de plusieurs* 
ëlemens très -'dîQîcifes à connaître. Telle est l'iin- 
xnihcince du (Ranger qui menacerait là société >. 
si Faccusé criihineï restait impunj^. Quelquefois/ 
oe danger est si gfand, que» le magistrat se 
voit contraint de renoncer aux formes sagement 
établies pour la sûreté de rihnoc^nce. Mais ce 
^i rend presque toujours la question dont il: 
s'agit y insoluble , est l'impossibilité d'iiMprécier 
exactement la probabilité du délit, et de fixer- 
celle qui est nécessaire pour la condamnation de 
Kaccusé. Chaque juge, à cet égard, est forcé de 
s'en rapporter à son propre tact. Il forme son opi- 
nion , en comparant les divers témoignages etjes 
circonstances dont le délit est accompagné , aux^ 
résultats de ses réflexions et dé son expérience y 
et îsous ce rapport , une longue habitude d'inter- 
roger et de juger les accusés , donne beaucoup 
d'avantages pour saisir la vérité au milieu d'in- 
dices souvent contradictoires* 

La question précédente dépend enceredè là 
gtandei^r de la ps^ine apj^quée au délit ; car on 
«exige naturellem^it pour prononcer la mort , des 
preuves beaucoup plus fortes, que pour infliger 
une détention de quelques mois. C'est une raison 
4e proportionner la peine au délit ; une peine 
grave appliquée à un jiéger délit , devant inévir- 
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tablement faire absoudre beaucoup de coupaMes/ 
Une loi qui donne^aux juges la facidté de modë*- 
rer la peine dans les cas de circonstances atté- 
nuantes^ est donc conforme à la fois aux principes 
d'humanité envers le cou{!^ble , et à l'intérêt 
de la société. Le produit de la probabilité du 
délit par sa gravité , étant la mesure du dan- 
ger que l'absolution de l'acctisé peut faire éprou- 
ver à la «société ; on pourrait penser que lia peii^e 
doit dépendre de cettç. probabilité. C'est ce que 
l'on fait indirectement dans les tribunaux où l'on 
retient pendant quelque temps l'accusé contre 
lequel s'élèvent des preuve^ très fortes , mais in- 
su^santes pour le condamner : dans la vue d'ac- 
quérir de nouvelles lumières , on ne le remet 
point âur-le-champ au milieu de ses concitoyens 
qui ne le re verraient pas, sans de vives alarmes. 
Mais l'arbitraire de cette mesure et l'abus qu'on 
peut eh faire , l'ont fût rejeter dans les pays où 
l'on attache le plus grand prix à la liberté indi- 
viduelle. 

Mainte&ant , quelle est la probabilité que ht 
^iécision d'un tribunal qui ne peut condamner 
qu'à une majorité donnée, sera juste, c'est-à-^ 
dire conforme \ la vraie solution de la question 
posée ci-dessus ? Ce problème important bien 
résolu, donnera le moyen de comparer entre 
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eux , ks tribunaux <Mi^ts. lia ipajorit^d'une 
seule voix dans un nombreux |ri}mpal , indji^ope 
que raflfaire^donjfcJJi, s'agit, est À fort pe^ip«èf 
douteuse: la condamnation de T-accusé serait* 
donc aloiis coiitraire aus principes d'humanité ,^ 
protecteursde l'innocçnce. L'unâriîmite des-jug^ 
^doofherâât une très grande probabilité dhin|^dé- 
cision juste; ipâis en s'y astreignaiit /" trp|l de# 
coupables seraient absotft. Il fsiilt donc, (^ liwt^ ^ 
le nombre des*JugQ*, si l'on ^ut^|ju'il&. soi^mt 
unanimes, otf^âccyoltre la Jl^jorÉé nécfcssaii^ 
pour condamner, lorsque le tribunsfli 4fiy|pnt 
pluji pombreux.* Je yâi^ essayer d'appliflpij^ le 
Oalgul à cet objet; persjiiadé^qij'il eçt.to«tij#i^FS le. 
inelileu£ guidé , lorsqu'on l'appuie su* l^ doxnr, 
nées qUe le bcrti ^ens nous, su&ère. ^ * 1» -^ " 
. La prpbabiKté que l'opinion de chaqrfe jjijj^ 
est juste , entre comme él^heM principal dâis 
<:e calcul. Cette probabili|^ est éviden^nelft r6^-i 
tiveà chaque^aff£re..l^îll^ns un tribunal 4ê th 
^et un juges , cin"^ cent uupsont^'une <ttî^^oi|#^ 
cinq cents sont^le i'oj^ni^. cou traire; u est vi- 
sible que là probabilité m ro;^nion de. chaque 
juge surpasse bieni^eS^; car 4p }a supposante 
sensiblement plus grande , une s^]^ vokc de dè£^ 
ffâ^ence serait» un évèu^n^t in^£[sehiblable. 
Mais^t les. juges s<mt un|pmias, cela indfque 
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daDS-Iil^ prçufes, ce de^ de force qui eatFaloe 
k i.(jpnviction; la probabilité de repmion de 
tôi|id^ juge estd^Hc alors tr^jy:ès âe; Tùnite a» 
*de ll^ertitudei à moias que des passions; ou. de% 
préjugée' communs negiPent à lai«fo($ tous vies 
* ' jdjges. Hors d# ces cas,, le rapport des voix pau!b 
^ ou*^ntipe l'accusé, doit seul dëtermiiier œlla^ 
^ro^biKsé. Je su|jpose ainsi qu'elle peut va-» 
\ W£^ ^eplfs y Jusqu'à Tuiâté , ma^ qu elle né peut 
' éta| auJ^des^^sMp i» Si cel% n'était jpas , la décir' 
^n du tribànal^ Serait insignifi^fite comme le 
serf ^ elle ti^â de valeur, qu'a Aant que ropî»tpa^ 
* dti Jage^a plus de tendaiiéfe à fe «rérîté, qu'à Verr- 
/eùf. Ç^t ensuite par le rapport des nembresi 
^ voix lat<nrables et conlpaires à r<accusé^ que jû 
*deten:pin§||a probabilité de çettê%pinionr 
. i Ces données suAsent pou? avoir l'expressiô]» 
, gâlérâlé>ide Is^ptébaKlitéque la décision d'un tri- 
'< » ^pial^^eant à une nujorjj;é connue , est juste.. 
' Sans les tribunaux où sufihuit ]ug^,,clnq vôîx 
' i|||dent né^liseairçs po^r la condamnation "d'un. 
* • accusé; ïa pfdMtbilité de Ijerreur k craindre sur. 
la ji^tçsse de l^décjrion, snlpa'sserait \. Si fe 
tribunal Aait r<^uit à six ta€)|||bres qui ne pour— 
rs^nt c#n*da|nper^ qu à la pluralité /dôqualbe 
. voix ; la^rcibabiUté de l'erreur à q^indre f serait 
aU^essous .de ^i il y ajirait donc po^ir l'â^lpisé^ 
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tin avahtœe à cette rëdtïCfton *du twbutial. Du^s^ ♦ . ^ 
IWet rs\rtreca$^,}âiliaJG^téexigee€sUamêm.e ^ . t \ 
et égak-S deux. Ainsi (rette 4iiaj<yîj:é degieu^nt * ^ * 
Consfânte', lapfobâbilité de rerraiir augmente * ^ 
avec 4e rionière^es juges : cela eStjsénéral , q[nelle 
que soit la* majoritç requise , pourvu qufclle res|p ^ ^ 
la môtne. Bû prq:^nt donc poul^èglè ,-^i^apB^ ^ 

drUhmetiqtie } l'accusé se trouve dans une ^osî- 
tionr de moins en ilafoins avantageuse , à ipesure t 
que le tribunal devient plus n#nabreux. Gh pour- ^ 
irait croire que dans'\m tribunal où l'oç exigera j| ^ 
unie majorité de douze voix, quel que^ùt le . 4 
nombre des jugés; les voix de la minorjtéj Iïqii^ 

' 4:ra]|saiiri: un pareil nombre*" des voix de la majo- * 
rite; les douze voix restantes rept»ésen|era£f||t 
runanimilé d'un jury de douze membres^ requise 
en Augjeterre, pour la çcïftdamnatiqp^un fjçr-, 
•cusé/Mais 6n serait dans une grande erreur. Le *^ 
bon sens fait voir qu'il y a àiffer^nce. entre la dé* " * 

* cisièn d'un tribunal de deux. cent tlouzé ji:^^ < 
dont cent.douze condamnant l'accuse f t|)aK^|^ùe *. 
cent l'absolvent , et celle d^uh tribuhsll de dou%e ^ 
juges unanimes pour * la . conBami||tion . fe||ns le 
premier csts^ k$ tent voix favoi^ble^àtrajpeinlî/ 
autorisent à penser que Içç prfav# sçntjiom 
' d'atteindre le degré de forcé^ quj^entr^ne la con- * ^ 
viition : danâ le second a^s/runaniâiitë/lesjugQ^ 
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^ " "^ porte k croiiie qH*eU65 ont atteint ce degré. Mais 
^ #. * "^ I^ simple ]>on sens ne- suffit point pûûr apprécier 
* Tejitrême ài^i^nue de la probalnfitë dé Terrénr 
* dans ces deuK cas& Il faut alor^* recourir an cal* 
cftl^ et IW tf otive un cinquième k peu près > 
ir la^rôbabitité de Terreur dans 1^ pre- 
T^ CQ^ «t s^lem^t ^"9-sf .pouV cette pro-^ 
il^té dans le second cas , probabilité qui ii'eât 
♦ pas' u^i^ millième de la premfèite*. C'est une con- 
, firmati^fa du pnocipe , que Ife rapport aritli-. 
^ çiétique fst défavorable à 'l'accusé', quand le 
i^ nomlaige des ju^es augmente. Au contraire i* si 
l'on preçd.pour règle*, le «apport géométrique j 
. la probabilité de l'erreur de la décision dîmiàuey 
qijpnd le nombre des juges s'accroît. Par exem- 
ple , d^ les tnbunàux qui ne peuvent condam- 
n<er qu'à'^a pluralité'des deux tiers des voix ; la 
F- probai)iKte' db l'erreur^à cnaftidre est\à peu prey 
un quart , si le nombre das jtoges est six : elle est 
^'^essous de 7 , *i^i ce nombre s'élève -à douze. =* 
Aitiiî^^^l^if ne doit se ^•égler , ni sur*le rapport 
> * , arithmétique'; m sur le rapport géométrique; si 
* "" r©n %eht quejja*probabîlité;'de l'erreur, ne soit ' 
^jaik^ au-dtessus ni au-dessoUs ft'ijné fraction dé- 
terminée. ^*' * " 
"^ . * Mais à quelle^ frafttioïi doit-on se fixer? c'est 
ici qu^ l'iirbftraire commence, et Ifes tribunatax 
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oifrent à cet égard , de ^ndes yariëte^ f)aifs les^, 
trUbanaux spéciafix où cinq voix sur hmt , snffi-^ 
sent pour la condamnation de ^l'accuse ^ la proba*^ 
bilite de' rerrew: à craindre sur la bonté du juge-^ 
ment^ ^st -^ ou au«4essus de ^. La grandeur de 
cette fr^ctiôaest effrayante; ^ais ce qui doit ras-' 
suret un peu , est 1^ considération que le plus 
souvent^ le juge qui absout un accusé ^ ne le re^ 
garde pas comme innocent : il prononce seûlê^ 
ment , qu il n'est pgs atteint par d^pleuve$rsilf^ 
usantes pour qu'il soit condamné. On est surtout 
rassuré par la ^itié que la natm*e a mise daps le 
cœur de l'iiomme^ ej; qui, dispose» l'esprit à voir 
difficifeo^ent un coupaljis , * dans l'accusé sbjjimis - 
à son jjgemeilt. Ce sentiment plus vif dansis ceux 
qui n'ont point" l'habiti^de des juge^i^ns crimî-* 
fiels , compense les inc^nvéniens attaqJbjS à l'iu'- 
expériei]^e des jur^. Dan^ un fury de. douze ** 
membres^ ^la pluralité ^igé^pour Is^cond^Ai^ 
n&tîon e$t de* huit voix sur douze j la pr^a^ité 
de Terreur à craindre , est^H, ou^un peu plus • 
grande qu'un huitième : elle est^ç peu^po^s Vâ'> ^ 
ciA\g plursjité est fle neuf v^ix^. Dans le cas de - 




que dans nos jurys* Cel^uppoSe que' 

résulte uniquept«nt«Mes preuVes favorables ^\ > 
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conttalrè^ k l'accusé; mais dësmotifs*entièreiDfiit 

* étrangers doivent souvent coiifcourir à la pro- 

« duire^ loïsquelle est imposée au jury ^ comme 

une condition nécessaire de son jugemeût. Alors 
9es décilions dépendant du tempérament, du ca-- 
ractère, des habitues des jurés,, et ^es cir- 
constances où ils se trouvent; elles. sont quelque- 
fois contraires aux €éci&ions que la mâjoHté du 
|#rj aurait prises , s'il n^eût écouté que les preu- 
ves j . ce qâ$«ne garait être uij grand défeut de 
cette m:anière de j uger . 

La probabilité des décidions est fi^op £sdHe dans 
nos jurys^; et j^ pense que pour donner une gfii- 
. ran^<$ suf&^ante à Finnqcence, on doit çx^er au 
moii^, la pluralité de' neuf, voix sifl* douze. . 
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Des T^lesdû mortalité ^tet des durées mo/ermes 
'' de Iç, ¥ie, des rAariages et des associations 
*quelcqnques. * ** , 

La maniè|ie de former les Tai>le$ de mortalité 

¥5St fort ^n|ple. On prend dans lés rcgi^fres civik, 

■%\. un 'g And nombre d'ii^diviaiA dont k .naiss|n<|e 

^ e£ia|fh2lrt «yeirt indiquées/ On (^teirmine com^*' 

bien détres individus* sont ntbrts,, dans la. p*e- 

i^Bi^t^atimée Ile leur ag^, combien dans IFse- 

* ^ rcôjide année ,>et^:^asi^ de sii^e.«Qa en conclut kt 
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.nombre djindifedu^ vivâns iiû comimetieemenll 
de chaque année: etl'ôft ecrkeë nombre dtosW 
lïlèJbttt à côte de c.éluî qui judique i'annëAfi Ainsi ^» 




oat atteint une anAee; a câ1:é ^p rannéfr^ le 



nombre des enfans qui ont%tteiât deux aijpéfô , 
et ainsi j^u reste/ Maïs Cbmin# dans'^s deux ^ * > 
premières années de la vie, la mortalité est 'très ^ 
rapide; 41 taut'po|ir aius d%Kactitude, j^diquer^ ^* 
dans' ce premier, âge, 1^ nombre^ des s]^iva|& à 
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la fin (fe chaque demi-année*. ♦ 

^ .— ^ somme des années, flej^wrie ^ 

' de tous, les individ^is écrits dans fipe Tablo^e ,^ 
mortalité, par le nombre & ces i|{âi^di|f V 01^ ' t 
aura la durée moyenn%de là vie qui cq^resporià 
à cette T^iblé, ^our ^l^, on m\j}àp&fk par une 
demi-^nnée. k nombre ^dës ttiq||;;^«dÉiis'llr'j^* ,. ' 
aee, noftibre égaljà fa diffîif^ce dé§ ' 






çoière année, noftibre égal 
nonft^res d'indivic^us inscrits a cq|é des annéps a 
et X • hébr mo^J;alité àeysLQt^k^ ^jgp^e hu> * t 
Tannée entier^ la durée moyenne 4p leur vi^iT 
n'est qu'une demi-année. On i):yi]|^pliera pB%uiie^ 
année et deiiue, le ii0mbr# des jjif>r\s ^lïs la " 
•seconde atmée ^ par deux aqhéelet dMfiiè,Ile : 
nombre de^ morts ^^dans la *|roidièBsé atinée; ; 
et ^à^ de suite. La slmi|»e ^de - ces' pi*Ôdti!iilts , ' 
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.(}ivisée.'par le noi^brë desnaîsÉnices, sera la^ 
»durée» raojâine. de Ja vîe!*B^ïlst facile d'en 

_ t ni 

, cpnâmia que l'on aura CQtte' duree*^ en form^|i|i|||' 
son^ie de^ ndmbres inscrits dans la Tablée 
€pté 8^^c|^a<}ue^année,* en la divisant par le 
'; tioml)çe» lies ^aissances ^ et en retranchant un 
'" de»)!^ dti qudtientj^ Fannee étant prise pour 
' ^ unité. XMduréefnoy^ne de cfe qui res^ a vivre, 
en partant ^'un âge quelconque , se détermine 
, • •• de la in|me manière», en m)érant sur le nombre 
^ * de'&^Hdimdus qili sont parvenus a cet âge , comme 
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on vieift de le fair^sur le nombre des naTssancesi 
^ Ce ji'qst^int au moment de la^naissj^ce , que la^ 
diuréë TOoyéûne de la vialfest ^ plus grande; c'est 
lorsiq^'ou. a "l^bappa aux dangers de la première 
,„. enfànccA et alors elle çst d'environ quarante- 
trois ans; Ci proba^igS^'^rrivei^^â un. âgç quel- 
. coBque enj£ar|jpifr d'un aga donné , est égale au 
J^ppOTj^4çs deux nombres d'iRidividus, indiquq^ 
i^ng la^^J)le Ljces deux âges. ^ * 

V *«. lja«préci|îon de^çes résultats^ exige ^ue pour 
% formatiçn'des tables, on ^mpl^u^ très grand 
^ noi^bve de naî^s^nces. L'analyse* donhe alors des 
^ fotmi4|iis trèç^simplès^ouf tipprecierla probabi- 
\ité qite^^s nSmbrçs indiqués dans ces tablée m 
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des limites diminue et que la probabilité aug- 
mente , à mesure que Ton considère plus de nais- 
sances j en sorte que les tables représenteraient 
exactement la vraie loi de la mortalité, si le 
nombre des naissances employées devenait infini. 
Une table de mortalité est donc une table des 
probabilités de la vie humaine. Le rapport des 
individus inscrits à côté de chaque année , au 
nombre des naissances y est la probabilité qu'un 
nouveau -né atteindra cette année. Gomme on 
estime la valeur de Fespérance , en faisant une 
somme des produits de chaque bien espéré, par 
la probabilité de l'obtenir; on peut égalenient 
évaluer la durée moyenne de la vie, en ajoutant 
les produits de chaque année, par la demi- 
somme des probabilités d'en atteindre* le com- 
mencement et la fin; ce qui conduit au ré- 
sultat trouvé ci - dessus. Mais cette manière 
d'envisager la durée moyenne de la vie , a 
l'avantage de faire voir que dans une population 
stationnaire, c'est-à-dire telle que le nombre 
des naissances égale celui des morts, la durée 
moyenne de la vie est le rapport même 'de la 
population aux naissances annuelles ; car la po- 
pulation étant supposée stationnaire, le nombre 
des individus d'un âge compris entre deux années 
consécutives de la table, est égal au nombre des 

12 
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naissances annuelles, multiplié par la demi- 
somme des probabilités d'atteindre ces années; 
la somme de tous ces produits sera donc la po^ 
pulation entière ; or il est aisé de voir^que cette 
somme divisée par le nombre des naissances aïi- 
nuelles , coïncide avec la durée moyenne der la 
vie , telle que nous venons de la définir. 

îl est facile au moyen d'une table de morta- 
lité , de former la table correspondante de la pa- 
pulation supposée statiônnaîre. Pour cela, on 
prend des moyennes arithmétiques entre les nom* 
bres de la table de mortalité correspondans aux 
âges, zéro ei un an, un et deux ans; deux et 
trois an», etc. La somme de toutes ces moyennes 
est la population entière : on l'écrit à côté de 
l'âge zéro. On retranche de cette somme, k pre- 
mière moyenne ; et le reste est le nombre des 
individus*d'un an et au-dessus : on l'écrit k côté 
de l'année i . On retranche de ce premier reste, 
la seconde moyenne; ce second reste est le nom-* 
bre des individus de deux années et au-dessus : 
on l'écrit â^ôté de l'année :2 ; et ainsi de strite. 

Tant de causes variables influent sur la mor- 
talité, que les tables qui la représentent, doivent 
changer suivant les lieux et les temps. Les divers 
états de la vie oiBFrent à cet égard, des différences 
sensibles relatives aux fatigues et aux dangers in- 
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séparables de chaque état , et dont il est indis- 
pensable de tenir cpmpte dans les calculs fondés 
sur la durée de la vie. Mais ces différences n'ont 
pas été suffisamment observées. Elles le seront un 
jour : alors on saura quel sacrifice de la vie, 
chaque profession exige , et l'on profitera de ces 
connaissances^ pour en diminuer les dangers. 

La salubrité plus ou moins grande du sol^ son 
élévation, sa température^ les mœurs des habi- 
tans, et les opérations des gouvememens ont sur 
la mortalité, une influence considérable. Mais il 
faut toujours faire précéder la recherche de la 
cause des différences observées, par celle de la 
probabilité avec laquelle cette cause est indiquée. 
Ainsi le rapport de la population aux naissances 
annuelles, que Ton a vu s'élever en France , à 
vingt-huit et un tiers ^ n'est pas égal à vingt-cinq 
dans l'ancien duché de Milan. Ces rapports éta- 
blis l'un et l'ajitre , sur un grand nonjbre de naîs>- 
sances, ne permettent pas de révoquer en doute 
l'existence dans le Milanes , d'une cause spéciale 
de mortalité^ qu'il importe an goùvememeni: de 
ce pays , de rechercher et de faire disparaître. 

Le rapport de la population aux naissances 
s'accroîtrait encore, si l'on parvenait à diminuer 
ou à étfeindre quelques* maladies dangereuses et 
très répandues. C'est ce que l'on a fait heureuse- 
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meut pour la petite vérole ; d'abord par llnocii- 
lation de cette maladie: ensuite d'une manière 
beaucoup plus avantageuse , par l'inoculation de 
la vaccine, de'couyerte inestimable de Jenner qui 
par là s'est rendu l'iui des plus grands bienfaiteurs 
de l'humanité» . . 

La petite vérole a cela de particuliei: , savoir, 
que le même individu n'en est pas deux fois at- 
teint , ou du moins , ce cas est si rare , que l'on 
peut en faire abstraction dans le calcul. Cette ma- 
ladie à laquelle peu de monde échappait, avant la 
découverte de la vaccine, est souvent mortelle et 
fait périr un septièmç environ de ceux qu'elle 
attaque. Quelquefois elle est bénigne , et l'expé- 
rience a fait connjLÎtre qu'on lui donnait ce der- 
nier caractère , ^n l'inoculant sur des personnes 
saines, préparées par un \ovl r^me, et dans 
une saison favorable. Alors le rapport des indi- 
vidus qu'elle fait périr, aux inoculés , n'est pas 
un trois-centième. Ce grand avantagç. de l'inocu- 
lation, joint à ce;ux de rie point altérer la beauté, 
et de préserver. des^suites factieuses qu0 la petite 
vérole naturelle entr^lïie souvent après elle, la 
fit adopter par un grand nombre de personnes.. 
Sa pratique fut vivement recommandée.;. mais, 
ce qui arrive presque toujours dans le§ choses 
sujettes à des inconvéniens , elle fut vivement 
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combattue. Au milieu de cette dispute^ Daniel 
BemouUi se proposa de soumettre au calcul des 
probabilités^ l'influencé de l'inoculation^ sur la 
durée moyenne de la vie. Manquant de données 
précises sur la mortalité produite par la petite 
vérole, aux divers âges de la vie; il siipposa que 
le danger d'avoir cette maladie et celui d'en pé- 
rir, sont les mêmes à tout âge. Au moyen de ces 
suppositions , il parvint par une analyse délicate , 
a convertir une table drdinaire de mortalité > 
dans celles qui auraient lieu , si la petite vérole 
n'existait pas , ou si elle ne faisait périr qu'un 
très petit nombre de malades; et il en conclut 
<^e l'inoculation augmenterait de trois ans au 
moins, la durée moyenne de la vie; ce qui lui 
parut mettre hors de doute , l'avantage de cette 
opération. D'Alembert attaqua l'analyse de Ber- 
nouUi, d'abord sur l'incertitude de sas deux hypo- 
thèses; ensuite , sur son insuffisance, en ce que l'on 
n'y faisait point entrer la comparaison du danger 
prochain, quoique très petit, de périr par l'ino- 
culation, au danger beaucoup plus grand, mais 
plus éloigné , de succomber à la petite vérole na- 
turelle. Cette considération qui disparaît, lor^ue 
l'on considère un grand nombre d'individus , est 
par là , indifférente aulc gouvernemens , et laisse 
subsister pour. eux, les avantages de l'inocula- 
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taon; mais elle est d'un grand poids pour un père 
de famille qui doit craindre , en faisant inoculei: 
ses enfans^ de voir pérîr ce ^u'il a de plus cher 
au monde , et d'en être cause. Beaucoup de pa«» 
i\ens «étaient retenus par cette crainte que la dé- 
couverte de la vaccine a heureusement dissipée* 
Par un de ces mystères que la natujne nous ofircr 
» f;*équemment^ le vaccin est un préservatif de 
la petite vérole^ aussi sûr que le virus variolique^ 
et il n'a aucun danger r il n'expose a aucune ma* 
ladie^ et ne demande que très 'peu de soins « 
Aussi sa pratiique s'est-elle promptement répan-* 
due; et pour la rendre universelle, il ne reste 
plus à vaincre que l'inertie naturelle du peuple, 
contre laquelle il faut lutter sans cesse, même 
lorsqu'îl s'agit de ses plus chers intérêts* 

Le moyen le plus simple de calculer l'avantage 
4fae produirait Textinction d'une maladie , con- 
siste à déterminer par Tobservation , le nombre 
d'individus d'un âge donné, qu'elle fait périr, 
chaque année , et à le retrancher du nombre des 
morts au même âge. Le rapport de la différence , 
^sMi nombre. total d'individus de l'âge donné., se^ 
mit la prc^bilhé de périr dans l'année , à cet 
âge , à. la maladie n'existait pas. En faisant donc 
ane somme de ces probabilités depuis la nais- 
sanoe jusqu à ua âge t^uekonque , et retranchant 
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cette somme de IViutéj ie re&te sera la proba- 
bilité de viype jus<|ii'à cet kge f ooiTe^>ODda2xte à 
rextinctioa de la maladie. La série de ces pro- 
babilités sera la table de wortalité.^ relative à 
cette fa jpoChèse ; et l'on eu condura par ce qm 
précède^ la durée (moyenne de la vie. C'est ainsi 
<]ue Duvilard a trouvé que l'accroissement de la 
durée snoyenne de là vie ^ du à l'inoculation de 
la vaccine , est de trois ans au moins, ^n ac- 
caroissement aussi considérable en prodiprait un 
fort'^nd dans la population ^ sî d'ailleurs, elle 
tt'etait pas restreinte par la diminution relative 
des subsistances. 

C'est principalement par le défaut des si^si^ 
tances ^ que la marche progressive de ia popur 
Ijrtîon «est an^tée. Dans toutes les -espèces d'ani- 
maux et de végétaux ^ la nature tend sans cesse 
^ âugfaenter le noBibre des individus , juisqu'à 
ce qu41s soient au niveau des moyens de sub- 
sister. Dans l'esi^ce humaine , l^s causes morales 
ont une grande influence sur la population. Si 
ie soi , p$a:* de faciles défradiemens , peut fournir 
une nourriture aboi^nte à des .générations nou- 
velles; la certitude de jEaire vivre une nombreuse 
£anuUe, encourage leB rmdriages et hs rend ^us 
précoces et dlw féconds. Sur un sol pareil y la 
.po|mlation et les naissances doivent croître à la 
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« 

fois en progression géométrique. Mais quand les 
défrichemens deviennent plus difficiles et plus 
rares ; alors l'accroissement de la population di- 
minue : elle se rapproche continuellement de 
l'état variable des subsistances^ en faisant autour 
de lui , des oscillations , à peu près C(»nme un 
pendule^ dont on promène d'un mouvement re- 
tardé^ le point de suspension; oscille autour de 
ce points par sa pesanteur. Il est difficile d'é- 
valuer le maximum d'accroissement de la popu- 
lation : il parait d'après quelques observations, 
que dans de favorables circonstances y la popu- 
lation de l'espèce humaine pourrait doubler, tous 
Iqs quinze ans. On estime que dans l'Amérique 
septentrionale , la période de ce doublement est 
de vingt-deux années. Dans cet état de choses; 
la population , les naissances , les mariages , la 
mortalité, tout croit suivant la même progres- 
sion géométrique dont on a le rapport constant 
des termes Consécutifs, par l'observation des 
naissances annuelles à deux époques. 

Une table de mortalité, représentant les pro- 
babilités de la vie humaine j on peut déterminer 
% son moyen, la durée des mariages. Supposons 
pour simplifier, que la mortalité soit la même 
pour les deux sexes; on aura la probabilité que le 
mariage subsistera un an , ou deux , ou trois, ctCsj 
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en formant une suite 4e fractions, dont te déno- 
minateur coinmun sôit le produit des deux -ïtom- 
bres de la taiÀe^ correspondans aux âges des 
conjoints, et dont les numérateurs soient les 
. produits successifs dps nombres correspondans à 
ces âges augmentés d'une, de deux, de trois, etc. 
années. La somme de ces fractions, àuginéntée 
d'un demi , sera la durée moyenne du mairiagie», 
l'année étant, prise potir unité. Il est facile 4^é^ 
tendre la même règle, à la diâ|ee nyojenne <fune . 
association formée de trois qu d%n plits ^^mà 
nombre d'individus. ^ , ^, 

Des bénéfices des établissemens qui dépendent de 
la probabilité des évènenâks. '^ ' \ ' 

Rappelons iâ ce que nous avons dil en parlant 
de l'espérance. On a vit que pour obtenir l'avan- 
tage qui résulte de plusieurs èvèiiemens simples 
dont les^uns produisent;.un bien, et les > autres v 
une perte; il faut ajouter les produits de la pro- 
babilité dexhaque évèdement favoio^le, par le 
bien qu'il procure , A rçîi^ncher de leur somme , 
celle des produits de la probabilité de chaque 
événement défavoraÈle, par 1» perle qui y est* 
attachée. Mais quel que soit j^'avanta^ exprimé 
par la, différence de ces sommes, uni seul événe- 
ment composé de ces év^ènemens simples, ne 
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garantît point de la crainte deprou¥er une 
Inerte. On conçoit que cette crainte doit dimi- 
nuer lorsqael'on multiplie rëyèn^ment composé. 
L'analyse des probabilités conduit à ce théorètne 
générai. 

Par la répétition d'un éyènement: avantageux ^ 
simple ou composé , le bénéfice réel devient de 
plus en plus probable ^ et s'accroit sans cesse : il 
<ievient certain ^ dans Thypothèse d'un nombire 
infini de répétitions; -et en le divisant parce nom- 
iNre , le quotient ou le bénéfice moyen de chaque 
événement, est l'espérance mathématique eUe-' 
même, ou l'avantage relatif à l'événement. Il 
en est de même de la perte qui devient certaine 
à la longue , pour peu que l'événement soit dés- 
avantageux. 

Ce théorème sur les bénéfices et les pertes ^ 
est analogue a ceux que nous avons donnés pré- 
eédemment sur les rapports qm'indicpe la répé- 
tition indéfinie des évèneaaens simples ou coaoàr- 
posés; ^t comme ^x , il prouve que la régularité 
finit par s''établir dans les choses mêmes les jJus 
subordonnées à ce que nous nommons hasard. 

Lorsque les évènemeossonten grand nombre , 
l'Analyse donne «^enc-ore une expression fort 
simple de la f>robabilité que le bénéfice sera com- 
pris dans des limites <iéterminées , elcpression qui 
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rentre dans la loi générale de la probabilité y que 
nous avons donnée ci-dessus ^ en parlant des pro- 
babilités qui résultent de la multiplication indé- 
finie des éyènemens. 

C'est de la vérité du théorème précédent , que 
dépend la stabilité des établissemens fondés sur 
les probabilités* Mais pour qu'il puisse leur être 
appliqué y il faut, que ces établissemens , par de 
nombreuses affaires ^ rnultijdient les évènemens 
avantageux.' 

On a fondé sur les probabilités de la vie hu- . 
ixiaine , divers établissemens , tels que les juntes 
viagères et les tontines. La méthode la plus géné- 
rale et la plus simple de calculer les bénéfices et 
les charges de ces établissemens, consiste à tes 
réduiane en capitaux actuels. L'intérêt annuel de 
l'unité, est ce que \oa nomme tatix de Vintérêt. 
A la fin de chaque année, un capital acquiert 
pour facteur , l'unité plus le taux *de l'intérêt ; il 
croît donc suivant une progression géométrique 
dont ce facteur est 1^ raison. Ainsi par l'eflfet du 
temps, il devient immense. Si, par exemple, le 
taux de l'intérêt est -^ ou de cinq ppur cent ; le 
capital double à fort peu près en quatorze ans , 
quadruple en vingt-neuf ans , et dans moiqs de 
trois siècles , il devient deux millions de fois plus 
considérable. 
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Un accroissemenl?aussi prodigieux a fait naître 
fidée de s en servir, pour amortir la dette pu- 
blique. On ftgtrme pour cela une caisse d'amor- 
tissement ^ laquelle on œnsacre un fonds an- 
nuel, employé au rachat des effets publics et 
sansce^'âcbru de Pinterêt des effets rachetés. Il 
est clair qua M longue, cette caisse absprbera 
une grande partie de la dette nationale. Si lorsq^tfe 
les besoins de TÉtat obligent à faire un emprunt, 
on consacre une partie de cet emprunt à l'accrois- 
seipent du fonds annuel d'amortissement; les va- 
riations des effets publics seront moindres ; la con- 
fiance des pré teup, et la probabilité deretirer sans 
perte le capital prêté, quand on le désire, en seront 
augmentées, et rendront les conditions de l'em- 
prunt, moins onéreuses. D'heureuses expériences 
ont pleinement confirmé ces avantages. Mais la 
fidélité d'ans les engagemens et la stabilité, si né- 
cessaires au succès de pareils étaUissemens , ne 
peuvent être bien garanties, que par un gouver-: 
nc^£(ieitf dans lequel lia puissance législative est 
divisée en plusieurs pouvoirs indépendans. La 
coQ^nce qu'inspire le concours nécessaire de ces 
pouvoirs^ double la force de l'État; et le Souve- 
rain lui-même gagne alors çn puissance légale , 
beaucoup plus qu'H ne perd en puissance arbi- 
traire. 
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11 résulte de ce qui précède, que le capital 
actuel équivalent à une somme qui ne doit être 
payée qu'après Un certain nombre d'années, est 
égal à cette somme multipliée par la proli^bilité 
qu'elle sera payée à cette époque, et divisée par 
l'unité augmentée du taux de- l'intérêt et élevée 
à une puissance exprimée par le nombre de ces 
années. » 

Il est facile d'appliquer ce prii^ipe ^ aux rentes , 
^ viagères siir une o» sur plusieurs têtes, et aux 
caisses d'épargne et d'^^urance d'ime natifre 
quelconque. Supposons que l'on se propose de 
former jjne table de rentes yiagères J d'après une 
table donnée de mortalité. ^ Une rente viagère 
payable ^u bout de cinq ans^ par exemple", et 
réduite eri capital actuel, est par ce principe, 
égale au produit des deux quantités suivantes , ' 
savoir, la rente divisée par la cinquiàme puissance 
de l'unité augmentée du taux de* l'ii^érèt, et la 
probabilité de la payer. Cette probabilité et le 
rapport inverse dû nombre des individus inscrits 
dans la table, vis-à-vis4e l'âge <le celui trtiS con-r 
stitue la rente, au noijpbre inscrit vis-£fe-vis^dp cet 
âge augmenté d^ cinq .années. En- Forman^ dbnc 
une sipte de fractions dçpti |es d^a«i[|niç^teurs 
soieni les produits du nonaibre de persojunes indi- 
quées dans la table de tuortalUé , *comme vivantes 
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à Fâge de celui qîiî constitue la rente , par les 
puissances successives de l'unité auginentée du 
taux de Fintërêt ^ et dont les numérateurs soient 
les produits de la rente, par le nombre des per- 
sonnes vivantes au même âge augmenté succes- 
sivement d'une année, de deux années, etc.; la 
somme de ces fractions sera le capital requis pour 
la rente viagère à cet âge. 

Supposons maintenant qu'une personne veuille, 
au moyen d'une rente viagère, assurera ses hé-, 
ritters, un "capital payable à la fin de l'année de 
sa mort. Pour déterminer la valeur de cette rente, 
on peut imaginer que la personne etpprunte 
en viager à une caisse, ce capital, et qu'elle le 
place à intérêt perpétuel à la même caisse. Il est 
clair que ce capital sera du par la caisse , à ses 
héritiers , à la fin de Tannée de sa mort; mais elle 
n'aura payé , chaque année , que l'excès de l'in- 
térêt viager sur l'intérêt perpétuel. La table des 
rentes viagères fera donc connaître ce que la per- 
sonne doit payer anuellement à la caisse, pour 
assurer ce capital après sa mort. , 

Les assurances maritimes^ celles^contre les in- 
cendies et les orages, et généralement tous les 
établissemens de ce genre , se calculent ^r les 
mêmes principes. Un négociant a des vaisseaux 
en mer, il veut assurer leur valeur et celle de 
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leur cargaison^ contre les dangers qu'ils peurent 
courir : pour cela il donne une somme a une 
compagnie qui lai reperd de la valeur estimée 
de ses cargaisons et de ses vaisseaux* Le rapport 
de cette valeur à la somme qui doit être donnée 
pour prix de l'as^rance^ dépend des dangers 
auxquels les vaissea^x sont exposés, et ne peut 
être apprécié que par des observations nombreuses 
sur le sort des vaisseaux partis du port pour la 
même destination. 

Si les personnes assurées ne donnaient à la 
compagnie d'assurance^ que la somme indiquée 
par le calcul des probabilités ; cette compagnie 
ne pourrait pas subvenir aux dépenses de son éta- 
blissement; il faut donc qu'elles paient d'une 
somme plus forte ^ le prix de leur assurance. Mais 
alors quel est leur avantage ? C'est ici que la con- 
sidération du désavantage moral attachéji l'incer- 
titude^ devient nécessaire. On conçoit qtie le jeu 
le plus égal devenant, comme qn l'a vu précé- 
demment, désavantageux^ parce que le joueur 
échange tme mise certaine, contre un bénéfice 
incertain; l'assurance par laquelle on échange 
l'incertain contre le certain^ doit être avanta- 
geuse. C'est *en effet , ce qui résulte de la règle 
que nous avtms donnée ci-dessus pour détermi- 
ner l'espérapce morale, et par laquelle on voit de 
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plus jusqu où peut s étendre le sacrifice que Ton 
doit faire à la compagaie d'assurance , en conser- 
vant toujours un avantage moral. Cette compa- 
gnie peut donc en procurant cet avantage^ faire 
elle-même un grand bénéfice, si le nombre des 
Assurés est très considérable, çpndition nécessaire 
à son existence duraMe. Alors son bénéfice de- 
vient certain , et ses espérances mathépiatique^ 
et morales coïncident. Car l'Analyse conduit à ce 
théorème général, savoir, quç si les eîcpecta- 
tivés sont très nombreuses , les deux espérances 
approchent sans eesse Tune de l'autre , et finissent 
,par çoijicider dans le cas d'un nombre infini d'ex- 
pectatives. 

Nous avons dit en parlant des espérances ma- 
thematiqi^e et morale , qu^l y a un avantage mo- 
ral à répartir tes risques d'un bie^ que l'on at- ■ 
tend^ sur ^usie^urs dé ses parties. Ainsi, pour 
faire^ parvenir une ^omme d^rgent d'un port 
âbigné, il vaul^ieux la répartir sur plusieurs 
vaisseaux^ que deJL'e^fposer sur un seul.*C'est ce 
que l'pn faij au moyen des agsuratices mutuelles. 
Si d^ux personnes ayant chacune, la même 
somme ^ur deux vaisseaux dififérens partis du 
même port pour la même desunatiôn, convien- 
nent de partager également tout l'argent qui leur 
arrivera; il^est clair gue par cette conv^tipn^ 



^ 



SUR LES PROBÂBIUTÉS. IqS 

chacune d'elles répartit également ^ur les deux 
vaisseaux^ la somme qu'elle attend. A la vérité, 
ce genre d'assurances laisse toujours de l'incerti- 
tude sur la perte que l'on peut craindre. Mais 
cette incertitude diminue à mesure que le nombre 
des associés augmente : l'avantage moral s'ac- 
croît de plus en plus^ et finit par coïncider avec 
l'avantage mathématique, sa limite naturelle. 
' Gela rend l'association d'assurances mutuelles , 
lorsqu'elle est très nombreuse , plus avantageuse 
aux assurés , que les compagnies d'assurances 
qui, à raison du bénéfice qu'elles font, donnent 
un avantage moral , toujours inférieur à l'avan- 
tage mathématique. Mais la surveillance de leur 
administration peut balancer l'avantage des as- 
surances mutuelles. Tous ces résultats sont, 
comme on l'a vu précédemment, indépendans 
de la loi qui exprime l'avantage moral. 

On peut envisager un peuple libre, comme 
une grande association dont les membres se 
garantissent mutuellement leurs propriétés, en 
supportant proportionnellement les charges de 
cette garantie. La confédération de plusieurs 
peuples leur donnerait des avantages analogues 
à ceux que chaque individu retire de la société. 
Un congrès de leurs représentans discuterait les 
objets d'une utilité commune a tous; et sans 
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doute f le sjf stème des poids , des mesures et des 
monnaies y proposé par les sayans français^ serait 
adopté dans ce congrès^ commie ime des choses 
les plus utiles aux relations commerciales. 

Parmi les établissemens fondés sur les probai- 
bilités de la yie humajne , les meilleurs sont ceun 
dans lesquels ^ au moyen d'un léger sacrifice de 
son revenu , on assure son e)ci$tence et celle de 
sa famille pour im temps où Ton doit craincV*^ 
de ne plus suffire à ses besoins. Autant le jeii est 
immoral , autant ces établissemens sont avanta- 
geux aux mœurs, en favorisant les plus dou^ 
penchans de la natttre. Le Grouvemement 4oit 
donc les encourager et les i^pecf^^r d^ns %es yici^ 
situdes de la fortune publique ; ca^: les espérances 
qu'ils présentent , portant sur un avenir éloigné^ 
ils ne peuvent prospérer qu'à l'abri de Joute in- 
quiétude sur leur durée. C'est un avantage que 
l'institution du Gouvernement représentatif leur 
assure. 

Disons un mot des emprunts. U est clair que 
pour emprunter en pierpétuel, il faut payer, 
chaque année , le produit du capital par le tau?c 
de rintérêt. Mais on peut vouloir acquitter ce 
capital , en paiemens égaux faits pendant ^n 
noml»*e déterminé d'années , paiemens ^gue l'^n 
nomme annuités ^ ^ dont on cdsitient ai^fii la 
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valewr. .Qhaque ^nuiiiité , poiw être réduite au 
^omeqt actuel i doit être divisée par une puis- 
.^uçe de l'uQité augmentée d^ tau?: de l'iatérêt , 
égale au nombre des années après lesquelles. on 
doit p^yer cette aimuité. En formant donc une 
progression gdooiétrique dont le premier terme 
3oit l'annuité divisée par l'unité augmentée du 
taux de l'intérêt^ji^ et dont le « dernier soit €ette 
annuité divisée par la même quantité élevée à 
une puissance égale au nombre des années pen- 
dant lesquelles le paiement doit avoir lieu; la 
somm^ de cette progr^$ion sera équivalente au 
capital emprunté; ce qui déterQline la valeur de 
l'annuité . Une caisse d'amortissement n'est au *. 
fpnd, qu'un moyen,de convertir en annuités une 
rente perpétuelle, avec la seule différence, que 
dans le cas d'un emprunt par annuités, l'intérêt 
e$t supposé constant; au lieu que l'intérêt des 
rentes acquises piar 1^ çaisa<^ d'amortissement est 
variable. S'il était le même dans ces deux cas, 
l'annujté ipprrespondante aux rentes acquises' se- 
rait formée de cesremtes, et de ce que l'état donne 
annuellement à la caisse. 

Si l'on veut faire un emprunt viager, on ob- 
servera qipie les tables^de rentes viagères donnant 
le capital requis poi^r constituer une rente vij%| 
gèr^, à ui? âge quelcpnqi^e; une simple propor- 
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tien donnera la rente que l'on doit faire à Findividn 
4ont on emprunte un- capital. On peut calculer 
par ces principes , tous les modes possibles d'em-- 
prunt. 

Les principes que nous venons d'exposer sur 
les bénéfices et sur les pertes des établissemens , 
peuvent servir à .déterminer le résultat moyen 
d'un nombre qiiielcOBque d'observ^ions déjà 
faites^ lorsqu'on veut avoir égard aux écarts des 
résultats correspondans aux diverses observa- 
tions. Désignons par x la correction du résultat 
le plus faible 9 et para: augmenté successi venaient 
de q, q' ^ q'j etc. , les corrections des résultats sui- 
vans. Nommons €, e', €% etc., les erreurs des ob- 
servations , dont nous supposerons la loi de pro- 
babilité connue. Chaque observation étant une 
fonction du résultat; il est facile.de voir qu'en 
supposant très petite , la correction œ de ce ré- 
sultat, l'erreur £ de la première observation sera 
égale au produit de x .par Un coefficient déter- 
miné. Pareillement l'ehreur i de la seconde ob- 
servation sera le produit de la somme q plus a*, 
par un coefficient déterminé , et ainsi du reste. 
La probabilité de l'erreur € étant donnée par une 
fonction connue , elle sera exprimée par la même 
^(^nction du premier des produits précédens. La 
probabilité de e' sera exprimée par la même fonc- 
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tion du second de ces produits^ et ainsi des autres. 
La' probabilité de l'existence simultanée des er- 
reurs 6, g', €*, etc., Ôfera donc proportionnelle au 
produit de ces diverses fonctions^ produit qui 
sera une fonction de x. Cela posé; si Ton conçoit 
une courbe dont x soit l'abscisse, et dont l'or- 
donnée correspondante soit ce produit; cette 
courbe représentera la probabilité des diverses 
valeurs de a: , dont les limites seront déterminées, 
par les limites des erreurs 6, €', etc. Maintenant , 
désignons par X, l'abscisse qu'il faut choisir ; X 
diminué de jr, sera l'erreur que l'on .commettrait,' 
si l'abscisse x était la véritable correction. Cette 
erreur multipliée par la probabilité de x ou par 
l'ordonnée correspondante de la courbe , sera le 
produit de la perte par sa probabilité; en regar- 
dant comme on doit le faire, cette erreur, comme 
une perte attachée aux choix de X. En multi- 
pliant ce produit par la diiBFérentielle de x^ l'in- 
tégrale prise depuis la première extrémité de la 
courbe, jusqu'à X, sera le désavantage de X, ré- 
sultant des valeurs de x inférieures à X. Pour 
^ les valeurs de x supérieures à X , a? moins X 
serait l'erreur de X , %\ x était la véritable cor-' 
rection ; l'intégrale du produit de x par l'ordonnée 
correspondante de la courbe et par la différen- 
tielle de X sera donc le désavantage de X, résul- 
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*tant des valeurs de x supérietirê^ kx\ celte tfl- 
tégrale étant prise depuis x égal à X, jusqu'à' là 
dernière extrémité de la couîbe. En ajoutant ce 
désavantage au précédent j k somme sera le dés^ 
avantage attaché au choix dô X. Ce choix doit 
être déterminé par Id doûdition qu^ ce désavan- 
tage soit un minimum; et urî calcul fort simjile 
montre que pour cela , X dbitêtt^ rabgcissé€ont 
l'ordonnée divise la courbe en deux parties éga- 
les, en sorte qu'il est aussi probable que la vràië 
valeur de x tombe en-îfièçà qu'au-delà de X. 

Des géomètres célèbres ont choisi pôuf X , la 
valeur de x la plus probable , et par conséquent 
celle qui correspond à la plus grsttïdé oidonnée 
de la courbe j mafis la valeur précédeiîte lUe pa- 
rait être évidèriiment celle qtie la théorie dès 
probabilités indique. 

Des illusions dans Festimàtion dès PrùbablUié^, 

L'esprit a ses illusions , comme le sens de là 
vue ; et de même que le toucher corrigé ciélléà^ 
ci , la réflexion et le calcul corrigent les premières. # 
La probabilité fondée sur une expérience journa- 
lière, ou exagérée par la crainte étpar FesTpéfàuce, 
nous frappe plus qu'une probabilité supérieure , 
mais qui n'est qu'ijn simple résultât du calcul. 



StJK 12S PROBABIUTÉS. igg^ 

Ainsi iKms ne craignons point potff de faibles 
avantages , d'exfjoser notre vie ^ à des dangers 
beau(5onp moins invraisemblables que la sortie 
d'un quine à la loterie de France ; et cependant 
personne ne voudrait se procurer les mêmes 
avantages I avec la certitude de perdre la vie , si 
ce quine arrivait. 

Noè passions t nos préjugés et les opinions do- 
minantes , en «agérant les probabilités qui leur 
sont favorables^ et en atténuant les probabilités 
contraires, soùt des sources abondantes d'illusions 
dangereuses. 

« 

Les maux présens et la cause qui les fait naître, 
nous affectent beaucoup plus , que lé souvenir 
des niaux produits par la cause contraiife : ils nous . 
empêchent d'apprécier avec justesse, Ifeà incon- 
vémens des uns et des autres, et la probabilité 
des moyens propres à nous en présétrer* C'est ce 
qui porte alternativement vers le despotisitté et 
vers l'anarchie , les peuplesl sortis de l'état de re- 
pos dans lequel ils ne rentrent jamais qu'après de 
langues et cruelles agitations^ 

Cette impression vive que nous recevons de 
le présence des évètxemens , et qui n<tus laisse 
à peiné remarquer les évènemens contraires 
observés par d'autres, est une cause principale 
d'erreur , dpnt on ne peut trop se garantir. 
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C'est principalement au jea^ qu'une fçule d'il- 
lusions entretient Fespérance et la soutient contre 
les chances dëfayorables. La plupart de ceux qui 
mettent aux loteries^ ne savent pas combien de 
chances sont à leur avantage , combien leur sont 
contraires. Ils n'envisagent que la possibilité , pour 
une mise légère , de gagner une somme considéra- 
ble ; et les projets que leur imagination enfante, 
exagèrent à leurs yeux , la proMbilité de l'ob- 
tenir : le pauvre surtout , excité par le désir 
d'un meilleur sort , expose à ce jeu son nécessaire, 
en s'attachant aux combinaisons les plus défavo-» 
râbles, qui lui promettent un grand bénéfice. 
Tous seraient sans doute efirayés du nombre 
immense des mises perdues, s'ils, pouvaient les 
connaître; mais on prend soin, au coatraii^, de 
donner aux gains, une grande publicité qui de- 
vient une nouvelle cause d'excitation à ce jeu/ 
funeste. 

Lorsqu'à la loterie de France, un numéro n'est 
pas sorti depuis long-temps , la foule s'empresse 
de le couvrir de mises. Elle juge que le numéro 
resté long-temps sans sortir, doit au prochain 
tirage, %ortir de préférence aux autres. Une 
erreur aussi commune me paraît tenir à une 
illusion par laquelle on se reporte involontaire-^ 
ment à l'origine des évènemens, H est, par 
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exemple/ très peu vraisemblable qu'au jeu de^ 
croix ou pile , on amènera croix dix fois de ' 
suite. Cette invraisemblance qui nous frappe en** 
core, lorsqu'il est arrivé neuf fois , nous porte à 
croire qu'au dixième coup pile arrivera. Cepen- 
dant le passée en indiquant dans la pièce une plus 
grande petite pour cro/o: que pour /?ife ^ rend 
le premier de ces évènemeus, plus probable 
que l'autre : il augmente , comme on Fa vu , la 
probabilité d'amener croix au coup suivant. Une 
illusion semblable persuade à beaucoup de monde, 
que l'on peut gagner sûrement à la iQterie, en 
plaçant chaque fois , sur un même numéro jus- 
qu'à sa sortie , une mise dont le produit surpasse 
la somme de toutetjs les mises. Mais quand même 
de semblables spéculations ne seraient pas sou-* 
vent arrêtées par l'impossibilité de les soutenir j « 
elles ne diminueraient point le désavantage ma- 
thématique des spéculateurs , et elles accroîtraient 
leur désavantage moral ; puisqu'à chaque tirage, 
«Is exposeraient une plus grande partie de leur 
fortune. 

J'ai vu des hommes désirant ardemment d'a- 
voir un fils> n'apprendre qu'avec peine les nais^ 
sanees des garçons dans le mois où ils allaient 
devenir pères. S'imaginant que le rapport de ces 
naissances à celles des filles , devait être le même 
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a k fin de chaque mois; ils jugeaidtit que les 
garçons' déjà nés ren4^ient plus probables^ les 
naissances prochaines des filles. Ainsi l'extrac-' 
tion d'une boule blanche , d^une urne qui ren- 
ferme un nombre limiftj de boules blanches et 
de boules noires^ acCrolt la probabilité d'ex- 
traire une boule noire, au tirage suivant. Mais 
cela cesse d'avoir lieu, quand le nombre des 
boules de Fume est^ illimité , comme on doit 
le supposer, pour assimiler ce cas à celui dés 
naissances. Si dans le cours d'un mois, il était né 
beaucoupiplus de garçons que de filles; on poui<- 
f ait soupçonner que vers le temps de leur con- 
ception , une cause «générale a favorisé les cûu- 
ceptiohs masculines; ce qui rendrait la naissance 
prochaine d'un gardon, plus probable. Lesévè- 
nemens irréguliers de là nature né souipas exac«- 
te^ent comparables à la sdrtie de^ numéros 
d'une loterie dans laquelle tous les numéros sont 
mêlés à chaque tirage , de i^anière à rendre les 
chances de leur sortie, parfaitement égales. La 
fréquence d'un de ces évènemens semble indi-- 
quer une cause un peu durable qui le favorise , 
ce qui augmente la probabilité de son prochain 
retour; et sA répétition long-temps prolongée, 
telle qu'une longue suite de jours pluvieux:, peut 
dé vëlopper des causes inconnues de son chan^ 
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mentj en sorte qu'JtcHâ<|ue événement attendu, 
nous ne sommes point, ccttiime à chafque tirage 
d'une loterie, ramenés au même état d'indécision 
sur ce qui doit arriver. Mais à mesure que Ton 
multiplie les observations dé ces évètiemens , la 
comparaison de leurs résullats avec ceux des lo- 
teries devient plus exacte. 

Tar une illusion contraire aux précédentes, on 
cherche dans les tirageS passés de la loterie dé 
France , les numéros le plus souvent sortis , pour 
en former des combinaisons sur lesquelles oh 
croit placer sa mise aVec avantage. Mais* vu la 
manière, dont le mélange des numéros se fait k 
cette loterie 5 le passé ne doit avoir sur Favenir, 
aucune influence. Les» sorties plus firéqueiftég 
d'un numéro .^e sont que des anomalies du ha- 
sard : j'en ai soumis plusieurs au calcul , et j'ai 
constamment trouvé qu'elles étaient renfermées 
dans des limites que la supposition d'utie égalé 
possibilité de sortie de tous les numéros, permet 
d'admettre sans invraisemblance. 

Dans une longue série d'évènémens du même 
genre , les seules chances du hasard doivent qtiel^ 
quefois ôfirir ces veinés singulières de bonheur 
ou de malheur, que la plupart des jouetfrs ne 
manquent pas d'attribuer à Ime sorte de fatalité. 
Il arrive sotîvent datis les jeux qui dépendetit à 
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la fuis chi hasard et de Hiabileté des joueurs^ que 
celui qui pei^d, troublé par sa perte, cherche à 
la réparer par des coups hasardeux qu'il éviterait 
dans une autre situation : il aggrave ainsi son 
propre malhieur, et il en prolonge la durée. C'est 
cependant alors, que la prudence devient néces- 
saire, et qu'il importe de se convaincre que le 
désavantage moral attaché aux chances défavo- 
rables, s accroît par le malheur même. 

Le sentiment par lequel l'homme s'est placé 
Ipng - temps au centre de l'univers , en se consi- * 
dérant? comme l'objet spécial des soins de la na- 
ture, porte chaque individu à se faire le centre 
d'une sphère plus ou moins étendue", et à croire 
que le hasard a pour lui des préférences. Soute- 
nus par cette opinion, les joueurs exposent sou- 
vent des sommes considérables, à des jeux dont 
ils savent que les chances leur sont contraires! 
Dans la conduite de la vie , une semblable opi- 
nion peut quelquefois avoir des avantages; mais 
le plus souvent, elle conduit à des entreprises 
funestes. Ici , comme en tout , les illusions sont 
dangereuses, et la vérité seule est généralement 
utile. 

Un-des grands avantages du calcul des proba- 
bilités, est d'apprendre a se défier des premiers 
aperçus. Comme on reconnaît qu'ils trompent 
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souvent , lorsqu'on peut les soumettre au calcul; 
on doit en conclure que sur d'autres objets^ il 
ne faut s'y livrer qu'avec une circonspection ex- 
trême. Prouvons cela' par des exemples. 

Une urne renferme quatre boules noires ou 
blanches^ mais qui ne sont pas toutes de la même 
coulç||r. On a extrait une de ces boules, dont la 
couleur est blanche , et que l'on a remise dans 
l'urne pour procéder encore à de semblables ti- 
rages. On demande la , probabilité de n'extraire 
que des boules noires, dans les quatre tirages 
suivans. 

r 

Si les boules blanches et noires^élaient 'en 
nombre égal, cette probabilité serait la qua- 
trième puissance de la probabilité ^ d'extraire une 
boule ixoire à chaque tirage; elle serait donc 7^. ' 
Mais l'extraction d'une boule blanche au premier 
tirage indique une stfMriorité dans le nombre des 
boules blanches de l'ùme ; car si J'on suppose 
dans Plii^ne, trois boules blanches et une. noire, 
la probabilité d'en extraire une boule blanche 
est f ; elle est |, si Fon suppose deiçc boules blan- 
ches et deux noires; enfin , elle se réduit à ~ , si 
l'on suppose trois boules noires et une blanche. 
Suivant le principe de la probabilité des causes , 
tirée des évènemens , les probabilités de ces trois 
suppositions sont entre elles, comme lés quan- » 
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tités I , I y ^ ; elles sont par copsëquent égdbs 
^1, f , |. Il y a ^insi cinq contre un à pacbr que 
le nombre d^es boiu^es noires est ipférieur , ou tout 
au plus égal à celui des blanches. Il semble donc 
que d'après l'e^ctraction d'une boule blanche au 
premier tirage , |a probabilité d'extraire de suite^ 
quatre boules noires , doivp être moindre qi^edans 
le cas de l'égalité des couleurs , un plus petite 
qu'un seizièine. Cependant cela n'est pas, et l'on 
trouve par un calcul fort simple , cette probabilité 
plus grande qu'un quatorzièfîie* £n, effet, elle 
serait la quatrième puissance de ~ , de ~ et de | 
dans la première , la secQude et la troisième des 
suppositions précédentes sur les couleurs 4es 
boules de l'urne. En multipliant respectivement 
chaque puissance , par l^ probabilité de la sxip- 
{Ipsition correspondante, pu par |, § et^; la 
somme des produits sera If probabilité d'extraû?e 
de suite , quatre boules noires. Oxi a ainsi pour 
cette probabilité ^, faction plus grande que ^. 
Ce paradoxe s'explique en considérmat que l'in- 
dication de la supériorité 4esbPulçs blanches sur 
i^s noires par le priami^ tirage, n'exclitt point la 
supériorité des boules noipes sur les blanches , 
supériorité qu'exclut la /supposition de l'égalité 
des couleurs. Or cette supériorité , quoique peu 
vraisemblal]^e , doit cendre la probabilité d'apie- 
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ver de svik» un nombre donné de. boulës^ nQi^e$, 
plus grande que dans cette supposition ^ si cç 
igiombre est considérable ; et4'on vient d^ voir 
que cela commence , lorsque le nombre donné 
est égal à quatre. 

{Considérons encore un^^uirne qui renferme 
plusieurs boules blanches et noires. Su|^K)$on# 
d'abord qu'il n'y ait qu'une boule blanche et une 
noire. On peut alors parier avec^ égalité > d'e^^-r 
traire une boule blanche ^ dans^un tirage* Mais il 
semble que pour l'égalité du p^ri , on doive diOn- 
ner à cdiui qui parie d'extraire la boyile blanche ^ 
deux tirages y si Fume renferntie. deux boules 
noires et une Manche; trois tirages^ si elle Feor< 
Terme trois boules noires et une blanche;. et ainsi 
du reste : on suppose qu'après chtque tirage , la 
boule extraite est remise dans l'urne. 

Mais il est facile de se convaincre que ce prer 
mier aperçu est erroné. En effet; dan^ le cas «r 
de deux boules neâres sur une blanche^ la pro- 
babilité d'extraire de l'Orne, deux boules noires 
en deux tirages^ est la seconde puissance de | ou 
f / mais cette probabilité ajoutée à celle d'ame- 
ner une boule blanche en deui: tirages, est la 
certitude ou l'unité; puisqu'il e&t.ceitlainque ijl'on 
d4Ht amener deux boide^ noii^es, qu ^u moins 
une boule blanche ; la {«s^biSibiUté de ce dernier 
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cas^est donc | , fraction plus grande que t- H y 
aurait plus d'avantage encore à parier d'amener 
une boule blancheien cinq tirages , lorsque l'urne 
contient cinq boules noires et une blanche ; ce 
pari est même avantageux en quatre tirages : il 
revient alors à celui dWnener six en quatre coups, 
avec un* seul dé. ' 

Le chevalier de M^ , ami de Pascal , et qui 
fit naître le calcul des probabilités, en excitant 
ce grand géomètre à s'en occuper, lui disait 
qu'il avait 1;rojivé fausseté datis les nombres 
par cette raison. Si l'on entreprend de faire 
six avec ua dé , il y a de *l*avantage à l'entre- 
prendre en quatre coups, comme de 67 1 à 6^5. 
Si Y(m entreprend de faire sonnés a^ec deux 
dés, il y a* désavantage à l'entreprendre en 
^24 coups. Néanmoins 24 6St à 56 nombre de 
faces de deux dés, comme 4 ^^^^ 6 nombre 
des faces d'un dé. Voilà, écrivait Pascal a 
Fermât, quel était son grand scandale qui lui 
faisait dire hautement, que les propositions 
n'étaient pas constantes et que l'Arithmétique 

se démentait Il a très bon esprit; mais il 

n'est pas géomètre : c'est , comme vous savez , 
) un grand défaut. » Le chevalier de Méré 
trompé par une fausse analogie, pensait que dans 
le cas de l'égalité des paris , le nombre des coups 
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doit ctoitre proportionnellement, au non^Nre. de 
toutes les chances possibles^ ce qui n'est pas exact,, 
mais ce qui approche d autant plus de letre , que, 
ce nombre est plus grand. 

On a essaye d'expliq^ier la si^periorité des nais- 
sances des garçons sur les n^ssances deç filles ,. 
par le désir général des pères , d'^pivoir un fils 
^ qui perpétue leur nom. Ainsi, en imaginant une. 
urne remplie d'une infinité de boules blanqhes 
et de boules noires, en nombre égal , et supposant, 
un grand nombre de personnes dont chacune tire, 
une boule ^e cette urne , et continue ce tirage 
avec l'intention de s'arrêter quand elle aura ex- 
trait une boule blanche; on a, cru que cette, in- 
tention devait rendre le nombre des boules blan- 
ches extraites , supérieur à celui des noires, ^n 
effet, elle donne nécessairement après tous les 
tirages, un nombre de boules blanches égal à 
celui des personnes ; et il est possible que ces ti^ 
rages n'amènent aucune boule noire. Mais il 'est 
facile de reconnaître que cet aperçu n'est qu'une 
. illusion; car si l'on conçoit que dans un premier 
tirage, toutes les peirsonnes tirent à la fois une 
boule de l'urne ; il est évident que Içur intention 
ne peut avoir aucune influence sur la couleur 
des boules qui doivent sortir/à ce tirage. Son 
unique effet. sera d'exclure du second tirage, les 
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ptcsomies qm anrotit amené utiei^ boule bkmclMr 
9at pi^mief . U est petreiHement visible qœ Fin^ 
Mfttion ées fiersomies qui {s^rendroïkt pnrt au noo^ 
veau tirage ^ n'influera pdoit $ut la couleur de» 
. boules qui sorttroât , et qu'il en sgm cle^ même 
des tirages suivaus. Cette iptentkm -n'inftuera 
donc point sur la couleup des boules extrËute» 
dans rensemble des tirages : seulem^^ elle fer» ^ 
paitiâper pltis 6u moins de personnes à cbaeua 
d'eux. Le rapport des boules blanches eictraites, 
auk noires , sera aîim très peu différent de l'unilé. 
n aiHt de là , que le nombre des pempnnes étant 
supposé (ovt gnind; si Tc^iservation donne entiA^ 
ks couleurs eitrahes, uti,rap|icyrt qui difiere 
sensiMement de Funité ; il est très prob|ble que 
ta <tnéme diffi^nce a lieu à 4ort peu près entre 
Funité et le ra^^ort des 4)Q:^les biancbes aux 
boules noires contentà^à«datis Fume. 
*^ Je mets encore au rang des^ illusions , Faj^i-, 
eation que Leibnitz et Daniel Bemoulli^nt Mie 
du calcul des probabilités ^ à, la sommation des 
séries. Si l'on réduit la fraction dont le numé- 
rateur est l'unité, et dont lé déotominateur est . 
Fuaité plus une Tariable , dans une euite or- 
donnée par rapport aux puissances dé Cette VH^ 
rittHe; ^ est Étoile de voir qu'en supposant le 
irwiaUe égale à Fumté, la fraction devieis^t f ^ et 



la suite devient i pbis wi, moins un^ plus un^ 
moins im, etc.. £n ajoutant les deux pr0imei« 
termes , les deux suivais , et, ainsi du reste ; on 
transforme la stute dans une autre dont diaqua 
terme est zéro. Gran^^ jésuite italienV en avait 
ccmclu la possibilité de la création; parce ^ue 
la suite étant toujours égale à 7 ^ il voyait cette 

. fraction naitre d'une infinité de zéros^ ou du 
n^nt. Ce fut ainsi que Leibnitz crut voir rimag^ê 
de la création y dans son Arithmétique biniopè 

. où il n'employait que les deux taractàreâ zéro 
et l'unité» U imagina que Dieu pouvant être le^ 
présenté pair l'unité^ jet le néant par zéro; l'Etre 
suprême avaiètir^ dunéant, tous lesètree^ comme 
l'unité avec le zéro, exprime tous les nombttM 
dans ce système d'arithmétiquîe. Cette idée pklt 
tellement %Leilmitz , qu'il en fit part au jéluîie 
Gf imaldi président du tribunal de Mathémati^ 
ques à la Chine^ dans l'es^rance que cet em-« 
blême *de' la création convertirait au christia^ 
nisme l'empexieuif^ d'hors qui aimait partieur^ 
lièremenl;^ les sciences^ Je ne rapporté ce trait ^ 
que pour iliontrisr jtisqu'à quel point les préju- 
geât de4'enfii«u:e peuveirt égarer les plus grandi 
hommes. " *• 

Leibnitz touj^ctifi induit par une mét^phy» 
sique sînguliu'^v^f ti^j^s dé^e , comâdém que la 
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suite ^ plus un y moins un^ plus un ^ etc. devîei^ 
l'unité ou zéro^ suivant que l'on s'arrête à un 
nombre de termes impair ou pair; et comme 
dans l'infini ^ il n'y a aucune raison de préférer 
le nombre pair à l'impair; on doit^ suivant les 
règles des "probabilités^ prendre la moitié des 
ré&ultatsrelatifsà ces deux espèces de nombres , 
et qui sont zéro et l'unité ; ce qui donne \ pour 
la valeur de la série. Daniel Bernotillia étendu 
depuis, ce raisonnement à la sommation des sé- 
ries formées de termes périodiques. Mais toutes 
ces séries n'oçit point, à proprement parler, de 
valeurs : elles n'en prennent que dans le cas où 
leurs termes sont multipliés par les puissances 
successives d'une variable moindre que l'unité. 
Alors, ces séries sont toujours convergentes, 
quelque petite que l'on suppose la différence de 
la variable à l'unité j et il est facile de démontrer 
que les valeurs assignées par BemouUi , en vertu 
de la règle *des probabilités , • sont les valeurs 
mêmes des fractions génératrices des séries, 
lorsque l'on suppose dans ces fractions la va- 
riable égale à l'unité. Ces valeurs sont encore 
les limites dont les séries approchent de j^lus en 
plus, à mesure que la variable approche de l'u- 
nité. Mais lorsque la variable est exactement 
égale à l'unité, les séries cessent d'être conver- 
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gentes : eues ti'ont de valeurs, qu'autant qu'on 
les arrête. Lé rapport remarquable de cette ap- 
plication du calcul des probabilités, avec les 
limites des valeurs des séries périodiques , sup-^ 
pose que les termes de ces séries sont multipliés 
par tdiKes les puissances consécutives de la va- 
riable. Mais ces séries peuvent résulter du déver- 
^ loppement d une infinité de fractions différentes, 
dans lesquelles cela n'a pas lieu. Ainsi" la série , 
plus un y ntoins unj plus urij efc. peut naître du 
développement d'une fraction dont le numéra- 
teur est l'unité plus la variable, et dont le déno- 
minateur est ce numérateur augmenté du carré 
de la variable. En supposant la variable égale à 
l'unité, ce développement se change dans la se*- 
rie^ proposée, et la jfraction génératrice devient 
égale à f ; les règles des probabilités donneraient 
donc alors un faux résultat j ce qui prouve com-« 
bien il serait dangereux d'employer de sembla- 
bles raisonnemens , surtout dans les sciences ma- 
thématiques que la rigueur deleurs procédés doit 
éminemnient distinguer. < 

Nous sommes portés naturellement à croire 
cpie l'ordre suivant lequel nous voyons les choses 
se renouveler sur la terre , a existé de tout temps^ 
et subsistera lif>ujours.'!l^ effet, si l'état présent 
de l'univers était entièi^ment semUable à l'état 
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antérieur qui Ta produit , if ferait naître à soo 
tour^ un, état pareil; la succession dé ces états 
serait donc alors étemelle. J'ai reconnu par Tap* 
plication de l'Analyse a la loi de la pesanteur uni- 
Terselle, que les mouvemehs de rotation et de 
révolution de& planètes et derf satellites , eTla po» 
sition de leurs orbites et de leurs équatéurs , ne 
sont assujettis qu'à des inégalités périodique^. En 
comparant aux anciennes éclipses, lath-^rie de 
Féquation séculaire de la lune ; j'ai trouvé que 
depuis Hipparque, la durée du jour n'a pas va- 
rié d'un centième de seconde, et que la tem- 
pérature mojrertne de la terre n\ pas diminué 
d'un centième de degré. Ainsi la stsibilit^de 
Fordre actud paraît établie à la fois par lat> 
décrie et par les observations. IVIais cet ordre 
est troublé par diverses causes quNin examen at- 
tentif fait apercevoir , et qu'il est impossible de 
soumettre au calcul. 

Les actions de l'Océan , de l'atmosphère et deê' 
météores , les trerablem^ens de terre , et les érup- 
tions de volcans, agitent sans cesse la surface 
terrestre , et doivent y opérer à la longue , des 
cbangemens ^considérables. La température des 
dfimats, le. volume de l'atmosphère, et la propor- 
tion des gaz qui la constituent, peuvent varier 
d'une manière insensible. Les instrumens et les 
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moyens propres «4â;ermiBer ors trairiations.^taiil: 
xiouYcatux ; l'obserration a a pu jusqu'ici , rieu 
uqm apprendre à cet égard. Mais il ett t^s peu 
vraiseoablaUe que Les causes qui absorbent «t 
MnouveJIent lei^ gae constij;uti& de notre a^ , 
eu mamtîeuaeut exactemeait les quantités nsr- 
pectiv«s« Une longue suîtè de siççles fora con*- 
naitra les altecaikms qu'éprouvât tous ces élé*- 
fiaens si -«ffientîels k la C042$ervatîon des étiiss 
organisés. Quelque les iiptonuoiens hi^wiqu^ 
ne remontent pas. à une très baute antiquité ; ils 
nous offrent cependant^ d'assez grands. chang^**- 
mens survenus par l'action lente et continue dqfs 
agens natunek. ijn louiUaj^ dans les entrailles 
de la ten^^ on découvre (le nombreux dâbrî^ 
d'une nature jadis vivante et toute dilPéreute ^ 
la 0atuf]3.ja€tn«Uie« D'ailleu£S ^ st la terre entièiC^ 
a été primitiveittent fluide > comme tout parait 
l'indiquer; on conçoit qu'en. passant de cet étal, 
à celui qu'elle ^ malntedant, sa siu^ce a du 
éprouver de prodigieux changemens. lie ciel 
mene^^malgré l'ordre de ses mouvem^ns, n'^ 
pas ioalléisable^ La résistance de la luoiière et des 
autiet fluides étkéi^s.et J'attsactiou des étoiles / 
dmvenk, apm uu tiès>graud «odlire de siècles, 
cemidétablem^t altéver les mouvemens planer 
taînts. Los variations d^ ol^erv^'es dans ]m 
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étoiles et dans la forme des.nébuleuses^ font près» 
sentir celles que le temps développera dans le 
système de ces grands corps. On peut représen- 
ter les états successifs de l'univers, par une 
courbe dont le temp^ serait l'abscisse , et dont les 
ordonnées exprimeraient ces divers états. Con- 
naissant à peine un élément de cette courbe, 
nous sommes loin de pouvoir remonter à son ori- 
gine; et si, pour neposer l'imagination toujours 
inquiète d'ignorer la cause des phénomènes qui 
l'intéressent, on hasarde quelques conjectures; 
il est sage de ne les représenter qu'avec une ex- 
trême réserve. 

D existe dans l'estimation des probabilités, un 
genre d'illusions qui, dépendant spécialement des 
lois de l'organisation intellectuelle, exige, pour 
s'en garantir, un examen approfondi de ces lois. 
Le désir de pénétrer dans l'avenir , et les rapports 
de quelques évènemens remarquables avec ks 
prédictions des astrologues, des devins et des 
augures , avec les pressentimens et les songes , 
avec les nombres et les jours réputés heureux ou 
malheureux, ont donné naissance à une foule de 
préjugés encore très répandus. On ne réfléchit 
point au grand nombre de non-coïncidences qui 
n'ont fait aucune impression , ou que l'on ignore. 
Cependant, il est nécessaire de les connaître > 
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pour apprécier Ja probabilité des causes aux- 
quelles on attribue les coïncidences. Cette con- •* 
naissance confirmerait, sans doute, ce qm^.la 
raison nous dicte à l'égard de ces préjugés, Ainsi, 
le philosophe de Tantic^^uité , auquel ou montrait 
dans un . temple , pour exalter la puissance du 
dieu qu'pn y adorait , les ex voto de tous ceux 
qui après lavoir invoqué, s'étaient s^fuvés du 
naufrage , fit une remarque conforme au *q|lcul 
de3 probabilités, en observant qu'il ne voyait 
point inscrits, les noms de ceux qui, malgré 
' cette invocation, avaient péri. Cicéron a réfuté 
tous ces préjugés, avec beaucoup de raison et 
d'éloquence, dans son Traité de la Divination^ 
qu'il termine par un passage que je vais citer; 
car on aime à retrouver chez les anciens^ les 
traits de la raison universelle qui après avoir dis- 
sipé tous les .préjugés par sa lumière , deviendra 
l'unique fondement des institutions humaines. 

« 11 faut, dit l'orateur romain, rejeter la di- 
j). vination par les songes, et fous les préjugés 
» semblables. La superstition partout répandue 
» a subjugué, la plupart des esprits et s'est empa- 
» rée de la faiblesse des hommes. C'est ce que 
» nous avons développé dons nos livres sur la 
h nature des dieux et spécialement dans cet ou- 
» vrage ; persuadé que nous ferons une chose 
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H utile aux autres et à nous- même , si acms par*- 
H Tenons à détruire la superstition. Cependant 
>» ( et je désire surtout qu'à cet égard^ ma pen- 
» sée soit bien comprise ), en détruisant *la su- 
») perstition , je suis loin, de vouloir ébranler Ja 
» religion. La sagesse nous prescrit de maintenir 
n les institutions et les cérémonies de nos a»* 
*# cétretf, touchant le culte des diauc D'aiUeucs, 
n laibeauté de l'univers et l'ordre des choses cé^ 
»9 lestes nous forcent à reconnaître «quelque ^è**- 
* ture supérieure qui doit être remarquée et' 
n admirë<^ du genre huoaain. Mais autant il .co&t 
» vient de propager la religion qui ^t jointe k 
» la connaissance de la nature; autant il Êiut 
» travailler il extirperlasupersdtian. Car elle vous 
» tourmente , vous presse et vous poursuit suis 
» cesse ^1 loua lieux. Si vous coosultex un devin 
» ou un présage $ si vous isamolez une victime ; 
» si vous regardez le vol d'un oia^u; si vous, 
n rencontrez un chaldéen ^ ou Uiu anaspice ; s'il 
H éciaine^ s'il tonfkie, si la foudre tombe; enfin 
» s'il nait ou se manifeste une espèce de prodige ; 
H toutes chos0S dont souvent quelqu'une doit 
» arriver; aloi» la superstition qui vous do- 
» raine^ ne vout^ laisse point de nepos* Le 
)» soRimrà mèwe^ ce nefuge des^ nsortek daife 
H leurs peines et dans leurs tnivaiiix> devient 
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» par elle , un nouveau sujet d'inquiétudes et de 
» frayeurs, w 

Tous ces préjugés et les frayeurs qu'ils inspîi-- 
rent, tiennent k des causes physiologiques qui 
contfnuent quelquefois d'agir fortenïent, après 
que la raison nous a désabuses. Mais la rép^itîan 
d*actes contraires à ces préjugés, peut toujours 
les détruire. Cest ce que lions allons établir par 
1 efr considérations sniraptes . 

^xxx limites de la Physiologie visible , com- 
mence- une autre Physiologie dont les phéno- 
mènes beaucoup plus variés que ceux de la pre- 
mière, sont comme eux , assujettis à des Ichs qu'il 
est très impprtant de connaître. Cette Physiologie 
que nous désignerons sous le nom de Psjrcholch' 
gie j est sans doute , une continuation de la Phy- 
siologie visible. Les nerfe dofit les filafnens se 
perdent dans la substance médullaire du cerveau, 
y propagent les impressions qu'ils reçoivent des 
objets extériem:^ , et ils y laissent des impressions 
permanentes qui modifient d'une manière inconr» 
ime, le sensorium ou siège de la sensation' et de 
la pensée ( t). Les sens extérieurs ne peuvent rien 



(i) Les ooiiMidénrlioRS simantes sont entiëremeRt indé- 
pendantes du lieu de ce &îége et de sa nature. 
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apprendre sur la nature de ces modifications 
étonnantes par leur infinie variété, et par la dis- 
tinction et Tordre qu elles conservent dans le pe- 
tit espace qui les renferme ; modifications dont 
lés phénomènes si variés de la lumière et dé l'é- 
lectricité nous donnent quelque idée. Mais en 
appliquant aux observations du sens interné 
qui peut seul les apereevoir , la méthode dont 
on â fait usage pou^ les observations des sens 
externes; oii pourra porter dans la théorie de 
l'entendement humain, la niême exactitude 
que dans les autres branches de la Philosophie 
naturelle. 

s. Déjà quelques-uns des principes (i) de Psy- 
chologie ont été reconnus et développés avec suc- 
cès. Telle est la tendance de tous les êtres sem- 
blablement organisés , à se mettre entre eux en 
harmonie. Qfette tendance qui constitue la sym-- 
pathie , existe Ihème entre des animaux d'espèces 
diverses : elle diminue à mesure que leur orga- 
nisation est plus dissemblable. Parmi les êtres 
doués d'iyie même organisation, quelques-uns 
sç coordonnent plus promptement entre eux, 



(i) Je désigne ici par la dûnominalioD ie principes , 
les rapports généraux Aes phénomènes. 
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qu'avec les autres. La nature inorganique nous 
offre de semblables phénomènes : deux pendules 
ou deux montres dont la marche est très peu dif- 
férente^ étant placées sur un même support^ fi- 
nissent par avoir exactement la même marche ; 
et dans un système de cordes sonores , les vibra- 
tions de l'une d'elles font résonner toutes ses 
harmoniques. Ces effets dont les causes bien con- 
nues ont été soumises au calcul ^ donnent une 
idée juste de la sympathie qui dépend de causes 
bien plus compliquées. 

Un sentiment agréable accompagne presque 
toujours les mouvemens sympathiques. Dans la 
plupart des espèces d'animaux , les individus 
s'attachent ainsi les uns aux autres, et se réunis- 
sent en sociétés. Dans l'espèce humaine , les ima<^ 
ginations fortes ressentent un vrai bonheur à 
dominer les imaginations faibles qui n'en res- 
sentent pas moins à leur <|^ir. Les sentimens 
sympathiques excités à la fois dans un grand^ 
noiçbre d'individus , s'accroissent par leur réac- 
tion mutuelle , comme on l'observe au théâtre. 
Le plaisir qui en résulte , rapproche les per- 
sonnes d'opinions semblables , que leur réunion 
exalte quelquefois jusqu'au fanatisme. De là nais- 
sent les sectes^ la ferveur qu'elles excitent, et la 
rapidité de leur propagation. Elles offrent dans 
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rhirtoîre ; left plus âoanaBs et l^s plus fenosbâ 
i^i^mples du pouYoir de la sjrmpatUç* On a sou«» 
T^nt lieu de remarquer la &cilita avec JaqueUa 
les mouyemens sympathiijues tels que le rire y 
se commuuiquent par la sûuple vue , sans le coi^ 
cours d'aucune autre cause dans ceux qui les 
reçoivent. L'influence de U sympatlde sur le 
sebsorium est incoaiparablement plus puissante : 
les vibrations qu'elle y excite^ lorsqu'elks sont 
extrêmes , produisent eu réagissant sur l'écono* 
mie animale , des effets extraordinaires que l'ooi 
a ^ dans les siècles de superstition p attribués à 
des agens surnaturels ^ et qui par leur singu^ 
laiité > méritent l'attention des observateurs. 

La tendance à l'imitation existe même à l'égard 
dôs objets de l'imaginatioa. Placés dans une voi^ 
tui^ qui nous parait se dirigi^ vers un obstacle, 
nous imitons involonjtairement , le mouvement 
tpi'elle doit prendre pour l'éviter. Cki peut conce^ 
"^ voir que l'idée de œ mouvement et la ten-^ 
dance à l'imiter correspondent à des mo^ve^ 
mens du sensorium, dont le premier produit le 
second , à peu près c<Hnme les vibrations d'une 
corde sonore font vil^^er ses harmoniques. On ex-* 
plique ainsi y comment l'idée de la chute dans 
un précipice fortement imprimée par la peur , 
peut y &ira tomber eelui qui le travetio^ur une 
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pkofihe étroite qu'à partourrait d'tin p9$ ferme , 
si die était posée dans toute sa longueur sur la 
terre. Je comuâs 4f6 peissouues qui éprouvent 
une telle eiccitatton à se prée^iter <l'une grande 
bautMr ou elles se rotent âevées ^ qu'elles sont 
Iborcées ppur y résister » d^ugmenter lek précau* 
tîons prises pour les retenir^ et cependant bien 
propm à les rassurer. 

Par une noble prérogatire de l'espèce humaine^ 
le récit d'actions grandes et yertueuses nous en^ 
flamme et nous porte à les imiter. Mais quelques 
indiridus tiesnent de leur organisation ou de per- 
nicieux exemples ^ des penchans funestes qu'ex- 
cita vivement le récit d'une action criminelle 
dev^eiMie l'obiei de l'attenticMa publique. Sous ce 
r£q>port p la poUicité des^ crimes n'est pas san^^ 
dan^. 

La commiaération ^ la bîenveilknce et beau-^ 
coup d'autires aentîmens dément de la sy mpatbie<. 
Par elle , on ressent les maux d'autrui et l'on 
partage le omtentenaant du malheureux qu'on 
soulage. Mais je ne veux ici , qu'exposer les 
principes de Psychologie^ ^ns entrer dans le dé*- 
veloppement«de leurs conséquenices (i). 



-I ■« ^ 



(i) La narration que Montagne fait dans ses£s$aî$, de 
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L'an de ces principes ^ le plus fécond de ioxxà / 
est celui de la liaison de toutes les choses qui 
ont eu dans le sensorium une existence simul-- 
tanée ^ ou régulièrement successive ; liaison qui 
par le retour de l'une d'elles^ rappelle les autres.' 
Les objets que nous levons déjà vus , réveil- 
lent les traces des choses qui dans la première 
vae, leur étaient associées. Ces traces réveillent 
semblablement celle des autres objets , et ainsi 
de suite ; en sorte qu'à l'occasion d'une chose pré- 
sente , nous pouvoirs en rappeler une infinité 
d'autres , et arrêter notre attention sur celles 
que nous voulons considérer. A ce principe se 
rattache l'emploi des «ignés et des langues pour 
le rappel des sensations et des idées, pour la 
formation de l'analyse des idées complexes ; 
abstraites et générales, et pour le raisonnement. 
Plusieurs philosophes ont bien développé cet objet 
qui jusqu'à^résent , constitue la partie réelle de 
la Métaphysique. 

C'est en vertu de ce principe , que l'on par- 
vient à estimer les distances à la simple vue. Une 
comparaison souvent répétée du mètre , avec di^ 

l'amitié qui existait entre lui et la Boëtie, offre un exemple 
bien remarquable d'un genre de sympathie extrêmement 
rare. 









* 
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• yei^s d^tancesquien Gon1âeni4|Pt des nombres 
entiers , imprime dans la mefnoite, ces fraces 
associées . aiix nombi^ps de mètijes qui leur cor-^ 

^'respondent. Ia We ;d une, di^taiàiîç que l'on veut 
ap|»réciçr réyeijle ces traces ; et si IWe d'elles 
s'adapte exactement, ou. à fort peu près ^ à l'im» 
pres^on de la di$taiice que lion a sous les jeux^ 
on ju|rë qiiîe cette distance renferme le nom-» 
bre de mètres a&oci^ dans. la mémoire^ à la 
trace, qui parait lui être égale. C'est encore ainsi 
que l'on parvient à estimaer le poids des corps ^ en 
les sûppesant?! - 

On peut établir en priiïcîpe ùs Psycholb-* 
pe, que ]^ imj^res^ions souvent répétées 'd'un 

'^méme objet sur divers sens^ modi^ent le sen- 
soriûm^ de manière, que l'impression intérieure 
correspondaîB^âÀ l'impressioii extérieureNde l'ob- 
fit sur un :^s6uli%8eÉ$ ; deyiènt . très^ diflférente 
40 ce qu'eU^ était a rorigiije. Développons ce 

* principe, .et pour cela^^^onsidéAns un aveuglé 
de naissance^ auquel^'on vient d^abaisser la ca*> 
taracte. L'image de l'objet qui se p^iiit sur sa 
rétine ,i produit dans son sensorium, uhe im- 
pression que je oomitiierà^ seconde ifnage ^ sans 
prétendir^ l'assimiler à la première ^ ni rien afibv 
nner sur sa iiature. Cette* $econde image n'est pas 

d'ab<^ une jreprésentation fidèle de Fobj^. Mais 
' i5 






h 



* • 



^a6 "'. fSSÀI PHILOSOPHIQUE 

la compàraisoi§kabitliellcr des impressiôhs de cet ^ 
objet par le tact > ayec celles qu'il p^o3uit par la 
vue, finit, eiimodifiant le spnsorium, par rendre 
la seconde iou^e copfqrme à ja nature repr&entéeâ^ 
fidèlement par le toucher. L'image peinte sur la ^ 
rétine^ ne change |)oint ; mfôs, l'image intérieure * 
qu'elle fait naître,, n'est pl^s 1^ même; comme 
les expériences faites sur plusieurs aveugles de 
naissance auxquels ou ;.avait rfendu la vue ,' l'ont 
prouve. • ' * > 

C'est principalement dans^ l'enfance , que le 
sensoriam acquiert ces modifk^Pons. L^nfant * 
comparant sans cesse les- impressions qu'i)^ reçoit * ^ 
d'un* même objet, par les o^gâfn^ d^la vue et 
du toucher , rectifie les imjM-essions de la vue. 
Il dispose son sensoriunv, à donner aijx objets 
^visibles-, la forme indiquée par Je. tact vdpnt les 
impressions s'associent intffî|^ent avec ceU^ 
de la vue, qui les rappellent toujours. Alors le^ 
objets visibles^ont aus^ fidèlement réprésenj?es # 
que les objets tactiles. Un^rayon lumineux "de- * ' 
vient pour la vue , ce qu'est up bâton pour le^ 
toucher» Par ce moyen*, le premier Û^ ^ sens 
étend beaucoup plus loip que let jséfcond , la sphère 
des objets de ses impressions. IV^is la V^gûte cé- 
leste elje-même , à laquelle nous attachons le^" 
astres ^, est encore très bornée; et ce n'est qnp par 
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unelotigue suite d'obseirations et de calculs, que^ 
nous sommes parvenus à reconnaître les grandes 
distances dé ^s corps , et à les éloigner indëfî*- 
ninient dans Timmensîte de Fespace. 

Il parait que dans plusieurs espècélS d'animaux, 
la dispositioi^du sensorium , qui nous fait appré- 
cier les distances, vest naturelle. Mais Fhomme 
pour lequel la nature.a remplacé presque en tout , 
Finstinct , par Fintellîgence , a besoin pour ' le 
suppléer , d'observations et de comparaisons qui 

• servent merveilleusement ^ développer "^s fa-- 
cult|9s intellectuelles et à lui^assurer par ce déve- 
loppement, l'empire d€?la terre. ^ 

* "Les images intérieures ne sont donc pas les 
effets d'une cause unique : elles résultent, soit 
des impressions reçues simultanément par le 
même sens ou par des s§ns différens, soit des 
impressioitô întfrieures i'a'ppelées par la mé- 
moire. L'influence réciproque de ces impres- . 
sions est un principe pSycKidiogique fécond en 
conséquences. JJéjjfeloppons *^udques^unes des' 
principales. '^ - ■ ^ 

Qu'un observateur^^* placé dans un^ profonde 

obscuril;p, voie a des d^tancéS'diffSr^tes,'deux 

•globes lumineux d'un- même diamètre; ils «lui 

paraîtront d'inégale gra]^euiC|Leurs images în- 

térifures seront proportionr^Bès aux images 

» ï5.. 
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correspondantes^ peintes sur la rétine* Mais sî^ 
ji'obscorité venant à cesser, il aperçoit en même 
temps que des globes , tout l^space intermédiaire; 
cette vue agrandit l'image intérieure du globe, le 
plus éloigné-, et la rend presque égale à celle de 
l'autre globe. C'est ainsi qu'un hoijame,. vu aux 
distances de deux et de quatre mètres^ nous pa^ 
rait de la même graudeui^:^son image intérieure 
ne varie point, quoique l'une des images peintes 
$ur la rétine,. soit double de tautre. C'est encore 
par l'impression des^objets intermédiaires, que» 
la lune à l'horizon nl>ùs sembla plus grande qu'au 
zénith. On aperçoit atk- dessus d'une branche 
vôiâiné de l'œil, un objet que l'on rapporte ^ur 
loin , et qui parait fort grand. On vient ensuite 
à reconnaître le lien qui l'unit^à la branche : sur- 
le-ichamp, la perception de ce lien change limage 
intérieure , et la réduit à une ^dimension beau- 
coup moindre. Toutes ^ces choses ne sont point 
de simjples jugetnens, ébmme quelques métaphy- 
siciens l'ont peabisé : elle% sont^ des effets physio- 
logiques dépendans dés dispositions que le senso- 

ç^um a cohlractées par la comparaison habituelle 

.If 

des impre^ions d'un mjpie objet sur le§ organes 
de^ plusieurs sens , et spécialement sur ceux dp» 
Irâcher et de, la.i^. • \ , . 

Iviûfluence Sç$ traces rappelées par la mé^ 



r 
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riïoire, sur leS'iinpressionà qu'excitetft les objets 
extérieurs, se^it rem^rqiier dans un grand 
nominre de cas. O^TOit de IoIb , dés lettres , 'sam 
pDUYoh* distinguer la mot qu'elles expriment Si 
cpelqu'un-prononce ce tnot, pu si quelque cir- 
constance en r4ippelleJa*]Jaëmoirô; aussitôt, K-* 
mage intérieure dç ces lettres ainsi rappelées ^ se 
super^se, si je piiis ainsi ^ire, a Timage con- 
fuse pitoduîle par rimpression des caractères exte»* 
rieurs ..et la reôd dîstînicte.'La voix d'un acteuï' 
que vous eiïteiyiez ^onfusénient' , devient dis- 
tifïcte , lorsque vous lise» ce qu'il récite. La* vue 
des caractères rappelle }es tr^fces^des sons qui l^ur 
répondent^ et ces traces se mêlant aux sons con-^ 
fus de lâjvoit, leïs font distinguer^ La peur trans-^ 
forme souvent de cette manière, les objets qu'une 
trop"¥ai{)lè lumière ne fait pas reconnaître, en 
objets eflfrayaris qui ont avec .eu!» , de l'analogie. 
L'inliige de ces derniers objets, fortement retra- 
cée * dans" le 'sensorium par la craînl^B ^ se rend 
propre l'impression des objets extérieurs. Il est 
important 'de se garantir de cette caus^d'illusîbn, 
dans . Tes conséquences que l'dn tire d'observa- 
tions» de^ choses qtii ne *fônt qu'une impression 
très légère : telles sont les observations de la dé^ 
gradation da^la lunaîère,à*Ia surface des* planètes 
et des. satellites ^ d'ou l'on a conclu l'eiàstence et 
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riùtensité Ile leurs aànosphères^ etdeurs mouvè* 
mens tie rotatien. Il^est souvent a craindre que 
des images intérieures ne s'àssimilenj: ces impres- 
sions et le penchant qui fiôus pdrte à (ît'oireÀ 
Fexistepce des choses que représentent les impres- 
sions reçue^ par les seos. 

Ce penchant remarquable tient à un caractère 
particulier qui distingue les impressions venant 
du dehors , des traces' produites -pai» Fima^na-f 
tion , ou rappelées par 1^ mémoire. Mais il arrive 
quelquefois par un désor4re du^ensorium ou 
des organes qtd .^isseiait sur lui , que ces tratfes 
ont le caractère et Ig vivacité des impressions 
extérieures : alors ^ on juge présens ^ leurs objets; 
on est visionnaire. Le calme et les téuèbres de 
la nuit , favorisent ces illusions qui dans le -soinr- 
meil sont complètes et forment les rêves dont on 
aura une juste idée , si l'on ccmçoit que les traces 
des objets qui se présentent k notre imagination 
dans l'obscurité , acquièrent une grande inteasîté 
pendant le sommeil. - 

Tout porte à croire que dans les somnambules, 
quelques-uns des sens ne sont pas complètement 
endormis. Si le sens du toucher, pîir exemple , 
reste encore un peu sensible au contact des ob-r 
jets extérieurs; les impressions faibles qu'il ^n 
reçoit > transmises au sensorium ,^ peuvent ep ce 



^ 
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eombinaiii avec les images du réyeïd'uujuoniiaam- 
•bule, les-, modifier , et dirigjfsi: ses mpuvemens. . 
En examinant d'après cette cousidératiôB, les ré- 
cits bien avérés des chose» singulières opéréés.par 
les sQmuajaoibu^s^^ fl m'a paru que l'on pouvait 
en donner une explication fort* simple. * 
^ Quelquefois les visionnaires^ croient entendre 
parler ks |>érsonnages' qu'ils se figurent, et ils 
iont avec eux une conxèi^a)i6n suivie : les ou- 
vrages des médecins ^sonl^ remplis de faits de. ce 
genre. ^ , " 

* Charles -Bonnet cite comme l'ayant souveut ob- 
servé, son aïeul* maternel, (< vieillard, dit-*il, 
M. plein dé' santé j^ qui iôdépendamiuent de toute 
»*impres3ioa du dehors> 'aperçoit, de temps ea 
» .temps devant lui, des figures d'hommes, de 
«'Jfemmes, d'oiseaux, de voitures, de bèti- 
)) mens, etc. Il voit ces. figures seidonner diflEe- 
» rens mouvemens , s'approcker, s'éloigner, fuir, 
» .diminuer et augmenter de grandeur , paraifoe, 
» disparaître, reparaître. Il voit les bâtimens 
» sejever sousjses yeux, etc. Mais il ne prend 
» point ses visions pour des réalités :'sa raison 
» s'en amuse. Il ignore d'un moiotlent-à l'autre, 
» quelle vision va a'ojffipir à lui.--Son ce^eau est 
» un théâtre qui exécute des scènes d'autant plu3 
Aif surprenantes pour le spectateur ^ qu'il ne les a. 
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D point prévues. » i^ Vs^^t l'histoire de Jeanne 
4'Arc> on est forcé de reconnaître uije vi^io»-* 
naire de bonne foi, daps^ cette fille admirable , 
dqnt l'exaltation cotiiligeuse» contribua si puis^ ' ^ 
sam^ient à délivrer la Ers^nce^, de se& çnnemis. * 

f 9 

U est vraisiemblable que<plusieurs de cews, qui se^ 
sont annonce, comme iy49^,f eçu leurs doctrines 
d'fin être sjirnaturel ^ étaient visioiiQatre^ : ijis ont 
d'autant mieuip persuade les autres^ qu'ils élaiént 
eitx-*niême3 persuadés. Lpsfraud^^ pieuses Qtlç^ ' ' 
iQoyensviolensdbnt ensuite ils ont fait usage ^ '• 
leun(Mit paru justifiés par l'intèntion^de propager . 
ce ^u'ik jugeaient être des vérités nécessaires aux 
hommes^ . * , -, 

.. Un èaractèr^ particulier distingue des produits 
de Hitiagination , les traces rappelées par la tgé-- 
iQoite, et qui sont dues aux impressians de9X)b'>- 
jetsextérieuin. Q nous porte, comme par instinct, 
4 reeocmàitre l'existeoce passée de ces objets,, 
dans l'ordre que la mémoire nous présente. Les 
expériences que no^ faisoihs à chaque instant^, 
de H vé^édes conséquences que nous en tirons 
pou? nous eonduirej ficNrtifieD* ce penchant. Quel 
est le iaéc9nà§fOfi qui dans cette opération ^vl 
sensprium , détormine notre jugement? nous l'ir 
gpeftopsp et>nou5 ne pouvons en observer quel^^ 
efkt$. En vertu de ce mécanisme , les traces <k 
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la mémoire y quoique faibles^ noQs {(mt appvé-^ 
cier leur intensité primitive que nous pouvons 
ainsi comparer aux impressions seipblables d'ob-* 
jet^ prépens. Nous jugeons dç cette manière , 

«qu'une couleur que nous avQps vue , la veille , 
ët^t plus vive que celle qui frappe piaintenaut 
notre vu€?. 
Les imjH^essions qui ^accompagnent les traces 

^ de la mémoire 9 servent à nous^^n ^appefer Im 
capses. Ainsi , lorsqu'au souvenir d'une chose qui* 

i.nous a, été dite/ se joint le souveiur de la cod- 
fiance que nous avons donnée au nan^teur; si 
son noni nous échappe^ nous le retrouvoiis, en 

, rappelant successivenient le§ noms; de ceux qui 
nous ont entretenus , jusqu'à ce que nous parver 
nion^ au nom qui nous a inspiré cette confiance. 
* Les impressions reçues dans l'enfance, se coii- 
servei^t j jisque dans Uextrê Ae vieillesse , et se re- 
nouvellent^ alors même que des impressions pro- .* 
fondes de ïâge mur sont entièrement effacées.. 
Il 3ea;nble que .les pi'emières impressions gravées 
{NTofondément dans le sensorium, n'attendent 
pour reparaître , que l'affaiblissement des impres- 
sions subaféquemtes ^ par Tâgi pu pur la maladie } 
à peu près comme les astres^ qu^'elEaçait la clarté 
du jour , se montrçnt dans la nmt ou dans les 
éclipses de soleil. 
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Les traces de la mémoire acquièrent de l'in- 
tensité^ par Feffet du temps et k notre insu. Les ^ 
. choses que Ton apprend , le soir, se gravent dans 
le sensorium pendant le sommeil; et^ser retien- 
nent facilement par ce moj&ep. J'ai observé plu-» 
sieurs foîs, -qu'en cessant de penser pendant qu^l- » 
ques joiirs , à des matières très'compliquées ; elle^ • ] 

me devenaient faciles , Ipxsqu? je les considérais 
de nouveau. »^ v ' « 

Si nous revoyons un objet qui nous avait frap- 
pés par sa, grandeur, ,long-temp$ après que la* * 
vue fréquente d'objets du même genre, beaucoup 
plus grands , a diminué l'impression dé grandeur * 
qu'ils font éprouver; nous^ sommes surpris de lex 
trouver fort aû-d«ssous de son impression con-r 
servée dans Ja mémoire. 

Quelques hommps sont doués d'une' mémoire 
prodigieuse. L'exactitude avec laqu€lle#ls répë- 
% tent de longs discours qu'ils viennent d'entendre, 
nous étonne. Mai* lorsqu'on réflécHit à to\it ce* 
que renferme la méispoire de la pkipart des hom- 
mes, on est bien plus étonné que* tant de choses 
y soient placées sans confusion. Considérez un ^ ^ 
thanteur sur la scè«e : sa mémoire lài irappelle 
chaque mot de son rôle , le ton , la mesuré et le 
geste qui doivent l'accompagner.'^ Un nouveau 
rôle succède-t-il au premier; celui-ci slwiible 
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* 

comihe effacé de sa mémoire qui retrace dans 
, l'ordre convenable > tontes les parties du. second 
rôle , et qui rappellerait de la même manière , 
les divers l'oies que le chanteur ^ étudiés. Ces 
"lâfaces dont le nombre est immense , ou du moins 
Mes dispositions propres à les faire naître, existent 
à la fois dan^ son sen^orium sans se. confondre , 
etT^cteur peut lea rappeler à sa volonté. Je dois 
répéter ici , que par les mots , trace y image ^ vi- 
brations ^ etc., je n'entenHs 'exprimer que des 
phénomènes du sensorium, sans rien affirmer sur 
leslr nature et sur leurs causes; comme en mé- 
canique, j>n^ n'exprime que des effets, parles 
moXsforce^ attraction ^ affinité ^ etc. 
^ Les opérations du sensorium et les mouve- 
mtos qu'il rait exécuter, deviennent plus faciles^ 
él comme naturels, par dé fréquentes répétitions. 
^ De ce priocipe'psychologîque d|coulent nos bâ- 
bitumes. En.se combinant avec la sympathie , il 
produit les coutunie*, les mœurs ettleuts étraliges 
vartélés. H fait qu'urie*chose géiî^ralement; reçue 
chezSin peu J)le,est^ regardée par, un autre avec 
horreur. Les combats de gladiateurs, dont les. 
Romains aimaient passionnément le spectacle, 
et les sacrifices humains qui souillent les annales 
des nations, nous paraîtraient horribles. Quand 
on considère l'étaidéplorable des esclaves , Tîivi- 
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lisaement des Parias dans l'Inde, et l'absurdité 
de tant de croyances contraires à la igaisôn et au 
témoignage de tous nos sens ; on est affligé de 
voir jusqu'à quel point l'habitude «de l'escla- 
vage et les préjugés ont dégradé l'espèce hu-^ 
maine. , «^* 

Cette disposition que }a fréquence des répéti- 
tions donne au sensorium', rend très difficile . la ^ 

distinction des habitudes acquises^ d'avec les pen*- 
chans qui , dans l'hoi^inie ^ tiennent à son orga* 
nisation ; car il est^laturel de, penser que Finslinct 
si étendu et si puisant chez les aiaiiftaux ^ n'est 
pas nul dans l'espèce, humaine , et que l'attache-^ * • 
ment d'une mère à son enfant en dérive» La double 
influence de l'habitude et de la sympatifie, inçH 
difie ces peigichans : souvent elle les foVtifîe ^ quel- 
quefois elle les. dénature au point de leur substi-»^^ 
tiier des pençhalte contraires. "^ * \. 

Plusieurs observations feites sur l'homme et 

. ■ ' , - .• • 

sur les anim^xyet qu'il est, bien important de 
continuer , portent à croire que les modifications 
du sensorium , auxquelles l'habitudç^ a donné une 
gvan4e cÎMxsistance , se transmettent des pères aux 
encans par voie de génération , #commé plusieurs 
dispositions organiques. Une disposition origi- 
nell&.à tous les mouvemens extérieurs et ip*- 
térieurs qui accônljiagQent Ijps actes habHûels , 
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eicpHcfue , de ia manière la plus simple ^ Tempire 
que les habitudes emracinëes par les siècles exer- 
cent sur tout un peuple , et la facilité de leur com- 
municaticyi aux enfans ^ lors même qu'elles sont 
les plus contraires à la raison et aux droits im- 
prescriptibles de la nature humaine. 

ta facilité qu'un exercice fréquent donne aux 
organes y est telle qu'ils continuent souvent d'eux- 
mêmes y les mouvemens que la volonté leur im- 

* 

prime. Lorsqu'en marchant ^ nous sommes forte- 
ment occupés dV^^ idée; la cause qui renouvelle 
a chaque instant notre mouvement , agit sans le 
concours de notre volonté , et sans que nous en 
ayons la (onscience. On a vu des personnes sur-^ 
prises en marchant par le sommeil ^ dontintber 
leur routé et ne se réveiller que par la rencontre 
d'un obstacle. Il parait qu'en yerti> d'une dispo- 
sition "quç la volonté de marcher donne au sys- 
tème moteur y la marche continue ; à peu près 
conoone le mouvement d'une montre est entretenu 
par le développement de- son ressort spiral. Un 
dérangement dans l'économie animale peut pro*^ 
dt^xjeéette dispositimi. Alors la marche est invo-- 
lontaire , et je tiens d'un médedn éclairé , qije 
dans une maladie de de genre qu'il avait traitée^ 
le'màiade' ne pouvait s^arrêter^ qu'en se obtenant 
à un. pcrôl fixe. Les observations des maladies 
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peuvent ainsi répandre un grand jour sur la Psy- 
choli^ie, quand Içs médecins joignent aux con- 
naissances de leur art et des sciences a£cessoires^ 
l'esprit d'exactitude et de critique que ^donne l'é- 
tude des Mathématiques et spécialement de la 
science des probabilités- 

Le sensorium peut recievoir des impressions 
trop bibles pour être senties^ mais suffisantes 
pour déterminer des actions dont ijous ignorons 
la cause. Barbeu-Dubourg, traducteur français 
des Œuvres de Franklin , rappçrte dans sa tra-»- 
duction , le fait suivant qu'il tenait d'un mar- 
chand de Paris : « Un jour, dit-il, que cet hon^* 
» nête homme marchait dans les rues*de Saint- 
)) Germain, songeanlàdes affaires fort sérieuses; 
» il ne put s'empêcher de moduler tout bas , che- 
)) min faisant, l'air d'une apciei^e chanson qu'il 
)) avait oubliée depuis bien des années. Arrivé à 
» deux cents pas de là , il commença à entendre 
» dans la place publique, un aveugle jouer ce 
» même air sur son violon ; et il imagina que 
» c'était une perception légère , une semi-per- 
» ception du son de cet instrument , affaibli par 
)\ l'éloignement , qui avait monté ses organes çur 
)) ce ton, d'une manière insensible à lui-même, 
i) Q assure que depuis ce temps , il s'est donné 
» souvent le plaisir de suggérer des^ airs à son 



' SUR LES PROBABILITÉS. «Sq 

» gté a un atelieï* d'ouvrières, sans pouvoir être 
» entendu d'elles. Lorsqu'il cessait un momeiit 
» de les entendre chanter, il fredopnaît tout bas 
» l'air qu'il voylàit qu'elles chantassent , et cela 
» lie manqliait presque jamais de leur arriver, 
I» sans qu'elles l'eussent sensiblement entendu, 
» ou qu'aucune d'elles s'en doutât. » 
f D'après ce que nous avons dit sur l'influencé 
réciproque des traces du sensorium , on conçoit 
que la nausique , par de fipéquenrtes répétitions, 
peui communiquer à nos mouvemens , la ré- 
gularité de sa mesure. C'est ce que l'on observe 
dans la danse et dans» divers exercices .où la pré- 
cision des mouvemens ainsi régularisés , nous 
senibleA extraordinaire. Par cette régularité , la 
musique rend généralement plus faciles , les 
mouvemens que plusieurs personnes exécutent 
à la fols. 

JJn phénomène psychologique très remarqua- 
blé, est la grande influence de l'attention sur- les 
traces du sensorium : elliç les grave profondé- 
ment dans la mémoire ; et elle en accroît la viva- 
cité , en même temps qu'elle affaiblit les impres-* 
sions concomitantes. Si nous regardons fixement 
un objet, pour y démêler quelques particula- 
rités; l'attention peut nous rendre insensibles aux 
impressions ^ue d'autres objets font en même 



temps sur la rétiue. Par elle^ les images â.e0 
choses que nous voulons comparer, acquièrent 
l'intensité nijpessaire pour que leurs rapports 
occupent seuls notre pédsee.' Elle réveille les 
traces de la mémoire , qui peuvent sifrvir k cette 
comparaison ; et par là elle devient le plus puis- 
sant ressort de l'intelligence humaine. 

L'attention donnée fréquemment à Une qua-^ . 
lité particulière des objets , finit par douer les 
organes , d'une exquise sensilnlité qtii £ait recopr^ 
naître cette qualité , lorsqu'elle devient insen- 
sible au commun des hommes. 

Ces principes expliquent les singuliers efflHs^ 
des panoramas. Quand les règles de la perspec- 
tive y sont bien observées , les objets se p^rigiient 
sur la rétine, comme s'ils étaient réels. Le spec-^ 
tateur est donc alors dans l'état que ferait naître 
la réalité des objets. Mais la perspective n'est 
jamais assez exacte , .pour que l'identité soit ppir-^ 
faite. Daillèurs les impressions étrangères, quoi^ 
que faibles, se mêlant aux sensations principales 
que produit la/ perspective , nuisent d'abord à * 
l'illusion. L^attention donnée au panorama les 
efface ; mais il faut pour cela , un temps plus ou 
moins long , dépendant des dispositions du sen- 
sorium, et de la perfection du paAorama. Dans 
tous ceux que j'ai yus , \xq, intervalle de queH 
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ques minutes m'a^tê nécessaire pour acquq|r une 
illusion complète. 

Le principe suivant <ft Psychologie , explique 
un grand nombre de phénomènes qui ont un 
rapport direct avec l'objet de cet puvrage. « Si • 
}) l'on exécuté fréquemment, les actes qui décou- 
n lent d'uiïe modification pailticulière du senso^ ». 
>i rium^ l^pr réaction surjet organe peut^ non- 
» seulttnent accroître cette modification*^ mais 
» quelqueiffis lui donner naissance, » Ainsi le 
ixfeouyement de la main ^ qui tient une longue* 
cba^lne suspendue , se propage le long de la chaîne 
jusqu'à son extrémitt inférieure ; et si> la cl^ne 
étant parvenue au repos , on met en mouvement 
cette extrémité ; la vibration remonte jusqu'à la 
main qu'elle fait mouvoir à mm taur. Ces mou-^ ^ 
vemens réciproques devienq^ent faciles par la fré- 
quence de leurs répétitions. 

LeSiieffets de ce principe sur la croyance sont 
remarquables. La croyaiie^ où l'adhésion que 
nous donnons à une proposition ^ est ordinaire- 
ment fondée sur l'évidence^ sur le témoignage 
des sens ^ ou sur des probabilités : dans ce dernier 
cas, son degré de force dépend de celui 'de la 
probabilité qui dépend elle-même des données 
que chaque individu peut avoir sur l'objet de son 
jugement. • # . 

i6 
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Nous agissons souvent en*vertu^ de notre 
croyance, s^ avoir besoin d'en rappeler les 
preuves. La croyance est donc une modification 
du sensorium , Vjui subsiste indépendamment de 

« ces preuves quelquefois entièrement oubliées l et 
qui nous détermine à prodi^re les actes qui en 

> sont les conséquences. Sui|;;ant l^principe que 
nousyenons d'exposer, une répétitidU fré<|uente 
de ces actts , peut faire^naître cette modification, 
surtout s'ils sont répétas à la fois plr un -grand 

* nombre de personu^;^ car alors , à la force de 
leur réaction, se joint Jb^pou voir de l'imitâdiion, 
sui^^ nécessaire de la sympathie. Quand ces actes 
sont un devoir que les circonstances nous impo- 
sant, la tendance de l'économie animale à prendre 
l'état le plur^favpaiWe à lîolre bien-être nous di^ 
pose encore à -la croyance qui. les fait exécuta 
aveè fjlaisir^ Peu d'hommes résistent à l'action de 
toutes ces causçjs. 

Pascal 4 bien déveloiçé ces effets, dan« un ar- 
ticle de ses Pensées, qui a ce singulier titre , qu'il' 
est difficile de démontrer V existence de Dim par 
les lumières naturelles^ inais^ quç ie plus sûr e^ 
de la croire* Il s'exprime ainsi en s'adressantà 
un incrédule. 4< Vous voulez aller à la foi, é^ 
» VOUS n'en savez pas le chemin ; vpus voguiez 
» guéri^de l'infidélité, et vpus en demandez* le 
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» r^nède. ApprenèS5-le de ceux qui ont été tels 
y> que vous, ^t qui n'ont présentement aucun 
» 'doute. Ils savent ce chemin que vdùdriezsui- 
w vre , et ils sont guéris d'un mal dont vous vou- 
» lez guérir. Suivez la manière pat où ils ont 
» commencé. Imitez leurs actions extérieures , 
» si vous ne pouvez encore entrer dans leurs 
» dispositions intérieures ; quittez ees vains amu- 
» semens qui vous occupent tout entier. J'aurais 
» bientôt quitté ces plaisirs, dites-vous, si j'a- 
» vais la foi. Et moi je vous dis que vous auriez 
n bientôt la foi , si vous aviez quitté cék plaisirs. 
» Or c'est à vous à commencer. Si je pouvais , 
» je vous donnerais la foi : je ne le puis, ni par 
» conséquent éprouver la vérité de ce que vous 
» dites; mais vous pouvez bien quitter ces plai- 
» sirs , et éprouver si ce que je vchis dis est 
» vrai. 

)} II ne faut pas se méconnaître : nous sommes 
)} corps autant qu'esprit; et de là vient que Fin- 
» strument par lequel la persuasion se fait, n'est 
» pas la seule démonstration. Combien y a-t-il 
» peu de choses démontrées? Les preuves Jie 
» bonvainq^nt que ]!esprit : la coutume fait nj^ 
» preuves les plus fortes. Elle incline les sens ^ 
» qui entr^nent l'esprit sans qu'iby pense. Qui 
» a démontré qu'il fera demain jour, et que nous 

16.. 
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)) mourrons? et qu'y a-^t-il déplus uuivarseUe- 
» ment cru? C'est ^onc la coutume qui nous en 
» persuado»; c'est elle qui fait taQt de turcs et de 
>) païens j c'est elle qui fait les métiers ^ les 
» soldats.^ etc. Il est vrai qu'il ne fgtut pas ccwn-* 
» mencer par elle ^ pour trouver la vérité ; mais 
y> il faut avoir recours à elle , quand une fois Fes* 
» prit a vu oii est la vérité , afijp de nous abreuver 
M et de nous teindre de cette croyance qui i]tous 
>) , échappe à toute heure : car d'e» avoir toujours 
M les preuves présentes , c'est trop d'affaires. Il 
» faut ac^érir une croyance plus^ facile , qui est 
» celle de l'habitude qui sans vi4>lence^ sans art^> 
» sans argumetit^ nous fait croire les choses^ et 
» incline toutes nos puissances à cette croyance, 
» qn sojcte que notre âme y tonabe*naturellement. 
» Ce n'est pas assez de ne croire que par la forcé de 
» la conviction , si les sens nous portent à croire* 
>) le contraire. Il faut donc faire mafcher fios 
» deux pièces ensemble j l'esprit , par les raisons 
» qu'il suffit d'avoir vues une fois #b sa vie ; et 
» les sens > par la couluine , et eft ne leur per^' 
» mettant^ pas de s'inijiner au contraire. » ' 
• .lie B^oy^xi que Pascal proposa poujp la convér-^ 
'si^M»^^d'uin incrédule >^eut êtr« employé avec suo 
Qèa p<>ur détruire un- préjugé reçu de» l'enfaniee^ 
et enraciné par l'habiti^le . C«6 sortes de pvéjugé& 
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naissent souvent àe la plus faible cause , dans 
les imaginations actives. Qu'une personne atta- 
chant au mot gauche y une idée de malheur^ 
fasâe journellement de la main droite^ uiie chose 
qiie l'on puisse exécuter indifféremment de l'une 
ou de l'autre main j cette habitude peut accroître 
la répugnance à se servir pour cela de la main 
gau^e f au point de rendre la raison impuissante 
contre ce préjugée fl est naturel de croire qu'Au- 
guste doué d'une raison supérieure à tant d'égards, 
s'est reproché quelquefois sa 'faiblesse de rfoser 
se mettre en route , le lendemain d'un jour de 
foire , et quMl a voulu la surmonter. Mais au 
moment d'entreprendre un voyage dans l'un de 
fees jours réputés malheureux , il a pu se dire que 
le plus sûr était de le différer j augmentant ainsi 
sa répugnance par l'habitude ôiy céder. La répé- ^ 
titîon fréquente d'actes contraires à ces préjugés , 
doit f la longue , les affaiblir et les faire entière- 
ment disparaître. 

L'attachement que l'on porte aux personnes 
qu'on a souvent obligées , découle du principe 
que nous venons de développer. La répétition 
fréquente d'actes en leur faveur, accroît et f^ 
même naître quelquefois , le senthnen* dont us 
sont la suite naturelle. Les actes que le goût 
d'une chose y nous fait exécuter fréquemment , % 
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augmentent Untensité de ce» goût^ et le trans- 
y forment souvent en passion.. 

On vx)it par ce qui précède, combien notre 
croyance dépend de nos habitudes. Accoutumés 
' à juger et à nous c#nduire , d après un certain 
genre de probabilités , nous donnons à ces pro- 
babilités , notre assentiment , comme par ins- 
tinct , et elles nous déterminent avec plus de 
force , que des probabilités bien supérieures , 
résultats de la réflexion ou du calcul. Pour dimi- 
nuer autant qu'il est possible , cette cause d'illu- 
sion; il faut appeler l'imagination et les §ens 
au secours de la raison. Que l'on figure par des 
\ * UgQ6S, les probabilités respectives; on sentira 

beaucoup mieux leur différence. Une ligné qui 
représenterait la probabilité du témoignage sur 
lequel un fait extraordinaire est appuyé , placée 
à côté de la ligne qui représenterait l'invraisem- 
blance de ce fait, rendrait très sensible la j)ro- 
babilité de l'erreur du témoignage; comme un 
tableau dans lequel les hauteurs des montagnes 
sont rapprochées , donne une idée frappante des 
rapports de ces hauteurs. Ce moyen peut être 
employé dans plusieurs cas avec succès. Pour 
raidre sensible, l'immensité de l'univers; que 
l'on représ^te par une quantité presque imper^ 
^ ceptible , par un dixième de millimètre , la plus 
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grande étendue de la France en longueur; la 
distance^du soleil à la terre , sera de quatorze 
mètres : celle de Fétoile la plus proche , surpas- 
sera un million et demi de mètres, c'est- à-dite 
sept ou huit fois le rayon du plus grand horizon 
que l'œil puisse embrasser du point le plus élevé . 
On n'aura encoft ainsi qu'une très faible image 
de la grandeur de l'univers qui s'étend infiniment 
au-delà des plus brillantes étoiles , comme le 
prouvas ce nombre prodigieux d'édiles placées 
les unes au-delà des autres et se dérobant à la 
vue dans la profondelir des cieux. Mais toute 
faible qu'elle est, cette image suffit pour nous 
faire sentir l'absurdité des idées de prééminence 
de 14iomme sur toute la^ature , idées dont on a 
tiré de si étranges conséquences. 

Nous établirons enfin , comme principe de Psy- 
chologie, l'exagération des probabilités , par les 
passions, ^^a chose que l'on craint ou que l'on 
désii'e vivement, nous semble, par cela même , 
plus probable. Son image fortement retracée dans 
le sensorium , affaiblit l'impression des probabi- 
lités contraires , et quelquefois les efface au point 
de faire croire la chose arrivée. La réflexion et le 
temps , en diminuant la vivacité de ce%senti- 
mens, rendent à l'esprit, le-calme nécessaire pour 
bien apprécier la probabilité des choses. 
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Les vibrations du sensorium doivent être p 
comme tous les mouvemens, assujetties aux Ioi& 
de la Dynanûque , et cela est confirmé par Texpé-^ 
rieace. Les mouvemens qu'elles impriment au 
système musculaire , et que ce système commu-*- 
nique aux qprps ëtrangqrs.^ sont comme dans le 
développement des i^essorts , tels jjue le centre 
commun de gravité de notre corps et ^e xeux 
qu'il fait mouvoir , reste immobile . Ces vibrations 
se superposent les unes aux autres ^ comn\e on 
voit les ondulations des fluides'^ se mêler sans sç 
confondre. Elles se communiquent ^ux individus, 
comme les vibrations d'un corps sonore aux coi^ps 
qui l'environnent. Les idées complexes se foj:- 
ment de leurs idées simples , comme le flux de 
la mer se compose des flux partiels que pjx>duz- 
sent le soleil et la lune. L'hés^tion entre des 
motifs opposés , est un équilibre de farces égales. 
Les chângeménSè brusques que l'on produit dans 
le sensorium , éprouvent la résistance qu'un sys- 
tème matériel oppose à des cbîingemens sembla*^ 
blés ; et si Ton veut éviter les secousses et ne pas 
perdre de force vive , il faut agir , comme dans 
ce système, par nuances insensibles. Une atten- 
tion fqyte et continue épuise le sensorium, comme 
une longue suite de commotions épuise une pile 
voltaïquç, ou l'organe électrique des poissons. 



i 



* SOa VSS PKOBABIUTÉS. 349 

I 

Presque toutes les comparaisons que nous tirons 
des objets matériek, pour rendre aensibles les 
choses intellectuelles^ sont au fond^ des id^n-* 
tités. 

Je désire que les considérations précédentes , 
tout imparfait^ qu'elles sont , puissent attirer 
l'attention de%obserrateurs philosophes 8^r les 
lois du sensorium ou du monde intellectuel ^ 
lois qu'il noujs.impprte autant d'approfondir ^ que 
celles du monde physique. On a imaginé des hy- 
pothèses à peu près semblables , pour expliquer 
les phénomènes de ces deux mondes. Mais les 
fondemens de ces hypothèses échappant à tous . 
ngs moyims d'observation el de calcul; on peut a 
leur égard ^ dire avec Montaigner^ que Vignorance 
et V incuriosité sont un mol et doux cpevet y pour 
reposer une tête bié^ faites. *^ 

Des âiwrs mojens dt approcher de la eertitude. 

L'induction y l'analogie > des byi^othèises fon- 
dées sur les faits et rectifiées sans cesse par de 
nouvelles observations y un tact heureux donné 
par la nature et fortifié par des comparaisons 
nombreuses de ses indications avec l'expérience; 
tels^sont ksp principaux moyens de parvenir à la 
vérité. . ' * • 
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Si l'on consiflSre avec attention , la série des 
objets de même nature ; on aperçoit entre «eux ; 
et dans leurs changemens , des rapports qui se 
manifestent de plus en plus à mesure que la 
série se prolonge , et qui , en s'étendanf et se 
généralisant sans cesse , condiâgent en'fin au 
principe dont ilsi dérivent. Maïs souvent ces 
rapports sont enveloppés de tant de circonstances 
ëtrangèm, qn'U faut une grande sagacité pour 
tes démêler et pour remonter à ce principe i 
c'est en cela que consiste le véritable génie 
des sciences. L^Analyse et la Philosophie natu- 
relle doivent leurs plus importantes découv^tes^ 
à çeanoyen fécotid que l'on nomme induction. 
Newton Iqi a! été^ redevable de son théorème du 
binôme ^ e^Jt du principe de la gravitation uni- 
verselle. Il est'dïffiqile \l'appr^er la probabilité 
des résultats de( l'induction qui se fpnde sur ce 
que les rapports les plus simples sont les plus 
comrhuiis : Vest ce qui se vérifie dans les "for- 
mules dbd'Ânalyse y ^ ce que l'on retrouve dans 
les phénomènes naturels , dans fa cristallisation, 
et dans tes combinaisons chimiques. Cette sim- 
plicité de rapports ne paraîtra poiftt étonnante , 
si Ton considère que tous les effets de la nature , 
ne sont que les résultats mathéma^ues ^'un 
petit» nombre dç lois initnuablesc 
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Cependant l'induction , en faisant découvrir 
les principes généraux des sciences , ne su$t pas 
pour les établir en rigueur. Il feut toujours les 
confirmer par des démonstrations , ou par des 
expériences décisives : car l'histoire des sciences 
nous montre que l'induction a quelquefois con- 
duit à des «résultats inexacts. Je citerai pour 
exemple , un théorème de Fermât sur les nom- 
bres premiers. Ce grand géomètre qui avait pro- 
fondément médité sur leur théorie^ cherchait une 
. formule qui ne renfermant que des nombres pre^ 
miers ^ donnât directement un nombre premier 
plus grand qu'aucun nombre assignable.. L'in- 
duction le conduisit à penser que deux, élevé à 
une puissance qui était elle-même une puissance 
de deux , formait avec l'unité, un nombre prê- 
ter. Ainsi deux, élevé au'àarré*, plus un, forme 
le nombre premier cinq : deux, élevé |i la seconde 
puissance de deux, ou Seize, forme avec un, le 
nombre premier dix-sept. Il trouva que cela était 
encore vrai pour la huitf ème et la seizième puis- 
sauce de deux , augmentées de l'unité ; ef cette 
induction appuyée de plusieurs considératiohs 
arithmétiques, lui fît regarder ce pésult^ comme 
général. Cependant il avoua qu'il ne l'avait pas 
démontré. En effets £uler a reccpnu que cela 
cesse d'avoir lieu pour la trente-deuxième puis- 
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stnoe de denx^ qui augmentée de l'unité^ 
donn^ 4^94967^7 y nombre divisible par 641 * 
Nous jugeons par induction , que si des évé- 
nemens divers , des mouvement par exemple ^ 
paraissent constamment et depuis long-temps^ 
lies par un rapport simple ; ils continueront*sans 
cessedy être assujettis; et nous en concluons par 
la théorie des probabilités , que ce ra]jiport est 
dû , non au hasard , mais à une cause régulière. 
Ainsi régalité des mouvemens de rotation et de 
névolution de la lune ; celle des mouvemens des , 
nœuds de l'orbiieet de lequateuir lunaire.^ et la 
coïncidence de ces nœuds ; le rapport singulier 
des mouvemens des trois premiers satellites de 
Jupiter, suivant lequel la longitude moyenne du^ 
premier satellite , moins trois fois celle du second> 
plus deux fois ceHe du troisième , est égale à dei||f 
angles droils ; l'égalité de l'intervalle des marées^ 
a celui des passages de la lutte auméridiçn; le^^e* 
tour des plus grandes m^^rées avec les sy zygies ^ 
.et des plus petites avec^les quadratures; toutes ces 
choses qui se maintiennent depuis qu'on les ob- 
sArve , indiquent avec une vraisemblance extrême, 
Texistencfe de causes constantes que les géomètres 
sont heureusement parvenus à rattachera la loi de 
la pesanteur universelle , et dont la connaissance 
rend certaine , la perpétuité de ces rapports. 
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Le chancelier Bacoti ^ pro^motéur si éloquent 
de la vraie méthode philosophique ^ a fait de Fin-* 
dudion; un aBus bien étrange, pour, prouver 
rimmobilité de la terre. Voici comme il raisonne 
dans le Noi^um Organum^ son plus bel ouvrage* 
Le mouvement des astre^ d'orient en oçci(}eitf ,^ - 
est d'autant plus prompt , qu'ils sont plus éloigné» 
de la terre. Ce mouvement est le plus rapide 
pour les étoiles : il^e ralentit un peu pour Sa-^ 
turne ^ un peu pluspour Jupiter , et ainsi de suite^ 
jusqu'à la lune et aux comètes les moins éleveesî 
Il est encore perceptible dans l'atmosphère, sut- * 
tout entre les tropiques, à cause des grands ^|]>- ,^ 
des que les molécules de l'air y déêriveift j enfin 
il est presque insensible pourl'Océan ; il est donc 
nul pour Fa terre. Mais cette induction prouve 
aevdement que Satumî^et les astres qui lui sont 
inférieurs ont des mouvemens propres , contrai-»; , ^ 
res au mouvement réel ou apparent qui emporte « 
toute la spl^ère céleste d'orient en^ occident, et 
que ces mouvemens paraissent plus lents pour 
les astres plus élç^nés ; ce qui est conforme * 
aux lois de l'Optique. Bacon aurait du être fi^ppe . 
de l'inconcevable vitesse qu'il faut supposer aux 
astres , pour accomplir leur révolution diurne , 
si la terre est immobile , et de l'extrême sîmfdî- 
cité avec laquelle sa rotation explique comment 
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des corps aussi distkns les uns des autres , que 
les étoiles ; le soleil ^ les planètes et la lune^ sem-' 
blent tous assujettis à cette révolution. Quftit à 
rOcéan et à Tatmosphère , il ne devait point assi- 
miler leur mouvement à celui des astres , qui sont 
.détachés de la terre ; au lieu que lair et la mer 
faisant partie du globe terrestre /ils doivent par- 
ticiper à son mouvement ou, à son repos. Il est 
singulier que Bacon porté aiçc grandes vues par 
$on génie , n'ai.t pas été entraîné par Tidée ma- 
|ellu0use que le système de Copernic offre de 
l'univers. Il pouvait cependant trouver en fa- 
vel^r de ce système , de fortes analogies , dans 
les découvertes de Galilée, qui lui étaient con- 
nues. Il a donné pour la recherche de la vérité, 
le précepte et non Fexi/emple. Mais en insistant 
avec toute la force delà ^aison et de Féloquence , 
sur la nécessité d'abandonner les subtilités insi- 
^ gnifiantes de l'école , pour se livrer aux obser^ 
vations et aux expériences, et en ijadiquant la 
vraie méthode de. s'élever aux causes générales 
des phénomènes; ce grandjjhilosopheacontri- 
; bué aux progrès immenses que Fesprit humain 
a faits dans le beau siècle où il a terminé sa 
carrière. 

L'analogie est fondée sur la probabilité que 
les choses semblables ont des causes du même 
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genre, et produk^ot les mêmes effeft. Plasla 

similitude est pà^iifaite/ plus*- cette probabilité 

' • " » . , fi * 

augmente. Ainsi nùns jugeons sans auciïii doute , 
que des êftes pourvus^ des mêiïiès organes, exé- 
cutant les mêmes choses, éprouvent les mêmes 
sensations et sont mus par les niêaies désirs. 
La probabilité que les animaux qui se rap- 
prochent de nous par leurs organes, ont deâ 
sensations analogues aux nôtres , quoiqu'un peu 
inférieure à celle qui est relative aux individus 
de notre es{)èce, est encore ex^ssivement 
grande; et,. il a fallu toute l'influence despi^- « 
jugés religieux, pour faire jpenser à quelque» 
phSosophes, que les animaux sont de purs, au- 
tomates. La probabilité de l'^istence du senti- 
ment ^décroît, à mesure qu^Ha similitude des 
organes avec les nôtres, diininue; mais elle est 
toujotîrs très forte, même pour les. infectes.* En 
voyant ceux d'Une même espèce, exécuter. des 
choses fort compliquées , exactement de la moine 
mamière , de généftitions en générations et gans 
les avoiif apprises ; on est porté a croire qu'ik 
agissent pai; une sorte d'aflpinité , analpgue à celle 
qui rapproche les ifaqlécules des cristaux, mais, 
qui se mêlant au sentiment attaché à toute or- 
ganisatipn animale , produit avec la régularité 
des combifîaisons chimiques, des combinaison^ 
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beaucoup plus singulières : on pourrait peut-* 
être, nommer affinité animah^ ce mélange des 
affinité& électives etISu sentiment. Quoiqu'il existç 
beaucoup d'analogie entre l'organisaticm de3 
plantes et celle des animaux ; elle ne me parait 
pas cependant suflîsante pour étendre aux végé- 
taux , la faculté de sentir^ mais rien n'autorise à 
la leur refuser. 

Le soleil faisant éclore par l'action bienfaisante 
de sa lumière et de sa <:haleur , les animaux et 
les plantes qui couvrent la terre j nous jugeons 
par l'ftnalogie , qu'il produitdes e^efs semblables 
sur les autres planètes; - car il n'est pas naturel 
de penser que la matière dont nous voyons l'ac- 
tivité se dévelopOÉT en tant de façons , soit sté- 
rile sur une aussi^'osse planète que Jupiter qui ^ 
comme le globe terrestre, a ses jours, ses nuits 
et ses années , et sur lequel les observations in- 
diquent des changemens qui supposent des forces 
Irè* actives. Cependant^ ce serait donner trop 
d'extension^ à l'analogie, que d'en conclure la 
similitude des babitans des planètes 'et de la 
terre. L'bomme fait pour la température dont 
»il jouit, et pourFélément qu'il respire, ne pour- 
rait pas, selon toute apparence, vivre sur les 
autres planètes. Mais ne doit-îl pas y avoir une 
infinité d'organisations relatives auac diverses 
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coustitutions des globes de cet uiiQvers? Si la 
seule différence des élémens et des climats, met 
tant de variété dans les productions terres- 
tres j combien plus doivent différer celles des 
diverses planètes et de leurs satellites l L'imagi-^ 
. nation la plus active ne peut s'en former au- 
çixxxe idée; mais leur existence est très vraisem-r^ 
blable. 

1Nbus sommes conduits par une forte analogie , 
à regarder les étoiles ^ comme autant de soleils 
doués iainsi que le notre, d'un pouvoir attrac- 
tif proportionnel à la masse et réciproque au 
^rré des distances^ Car ce pouvoir étant dé^ 
montré pour tous les corps du système .solaire , 
«t pour leurs plus petites molécules; il parait # 
appartenir à toute la matière. Déjà, les mouve- 
mens des petites étoiles que l'on a nommées 
doubles à *€^i:ise de leur rapprochement , pa- 
raissent l'indiquer-*: un siècle au plus d'obser- 
Vîitions précises, en constatant leurs mouve- 
mens dç révolution Ifs unes autour des autres , 
mettra hor^;de doute, leurs attractions réci- 
proques. 

L'analogie qui nous porte à faire de chaque 

étoile , le centre d'un système planétaire , est 

beaucoup moins forte que la précédente ; mais 

elle acquiert de la vraisemblance, par Fhypo- 

# * * 17 
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thèse que il£^as ayons proposée sur la foi^tation 
des étoiles et du soleil; car dans cette hypothèse, 
chàque'étoile ayant été comme le soleil ^ primi* 
tiveiïlent erivironnée â'une vaste atmosphère; 
^Uest naturel d'attribuer à cette atmosphère , ks 
mêmes eflFetd qu'à l'atmosphère solaire, et de 
supposer qu'elle a produit eu sô coûdeusant, des 
planètes et des satellites. 

Un ^and Uômbx^e de découvertes daas les 
sciences, sont dues à l'analogie. Je dteraî comme 
une d» plus remarquables , la découverte de Fé* 
lectricîté atmosphérique, à laquelle cm a été cou*- 
duit par l'analogie des phénomènes électriques 
aVéc ks efifets du tonnerre. 

Là méthode la plus sûre qui puisse uous guider 
tlatis là recherche de la vérité, consiste à s'élever 
par induction, des phénomènes aux lois, et des 
lois aù!^ forces. L^s lois sont les rapports qui lient 
entre eux les phénomènes particuliers : quand 
elles ont fait connaître le principe général de^s 
forces dont elles dérivent ; on le vérifie soit par 
des expériences dire<|es^ lorsque cela est possi*- 
ble , soit *en examinant s'il satisfait laux phéno»- 
mènes connus j et si par une rigoureuse analyse, 
on les voit tous découler de ce prittcipe, jusque 
dans leurs moindres détails ; si d'ailleurs ils sont 
très tarife et très wMMlweax ; la science alors ac- 
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tjuiert le plus haut d^gré de certitude jet de per*^ 

. ni 

fectîon/ qu'elle puisse atteiudre. Telle est j|ever 
nue r Astronopaie , par Ja découverte dcwU per 
auteur uuiverseUe. L'hittoire des sciew^es fait 
voir que cette marche lentiè ipt pénible de l'indue^ 
lion, n'a p^ toujours été celle des iuveiîteurs^ 
L'imagipation impatieate de remonter aux eau? 
ses, se plaît à créer des hypothèses; et souvent, 
elle 4^nature les faits , pour les plier ^à sop ou^ 
y rage : alors, les hypojthèses sppt dangereuses» 
Mais, quand pu ne les envisage que co^xiiçe des 
moyeBS 4^ Uer entre eux les phénomènes ,- pOuir 
en découvrir Les lois;, lorsqu'eu évitacM: de teui* 
attrihuer de la réalité, on les rectifie, sans cess^ 
pftr de nouvelles o})servations; elles peuvent çout 
duire aux véritables causer , ou du moins^ nous 
mettre à i^ortée de conclure des p^énomençs ob-^ 
serves, jceux que dqs circonstances 4ouHées dpi- 
vent faire éclore* 

Si l'on essayait tpi^tes les hypothèi^s que Ijq^u 
peut former sur la cause des phénomènes; oui 
parviendrait par voie d'exclusion, à la véritable. 
Ce moyen a été employé avec succès : quelques 
fois pn est arrivé à plusieurs hypotl^èsesquiex-^ 
plîquaient ég^ement bien tous les faits connus , 
et entre lesquelles les savans se sont . partagés ^ 
jusqu'à ce que dés observations ^décisives sàmt 

h- 
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fait connaître la véritable. Alors il est intéressant 
^ • pour [^histoire Vie resprit humain , de revenir sur 
ces hypothèses, devoir comment elles parve- 
naient à expliquer un ^rand tlombre de faits, et 
de rechercher les 'chàngemens qu'elles doivent 
^ subir , pour rentrer dans celle de la nature. C'est 

ainsi que Je ^système de .Ptolémée , qui n'est que 
la réalisation des apparences célestes , se trans- 
forma dàng Thypothèse du mouvement des pla- 
nètes autour du soleil; en y rendant égaux et 
parallèles à l'orbe solaire , les cercles et les épi- 
cy êles que Ptolémée fait décrire annuellemerit et 
dont iï laisse la grandeur, indétermine'e. U suf- 
fît ensuite , pour changer cette hypothèse dans 
» le vrai système dû monde, de transporter en 

sens contraire , à la terre , * le mouvement appa- 
rent du soleil. , 

U est presque toujours impossible de soumettre 
au calcul , la probabilité des résultats obtenus 
,. par ces divers moyens : c'est ce qui a lieu pareil- 
lement pour les faits historiques. Mais l'ensemble 
des phénomènes expliqués ou des témoignages , 
est quelquefois tel, que isans pouvoir en apprécier 
Ja probabilité, on ne peut raisonnablement se 
* permettre aucun; doute à leur .Qgard. Dans les 
autres cas, il est prudent de ne les admettre qu'a- 
vec beaucoup de réserve. > '^i , 
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Notice historique sur le Calcul des ProffabUités. 

Depuis long-temps-, on a dëtermkié dans les 
jeux les plus simples, les rapport^' des chances 
favorables ou contraires aux joueurs : les en- 
jeux et les paris étaient réglés d'après ces rap- 
ports. Mais personite avant Pascal 'et Fermât , 
n'avait donné des principes etidies méthodes pour 
soumettre cet objet au calcul, et n'avait résolu 
des questions de ce genre, un peu compliquées. 
C'est donc à ces deux grands géomètres qu'il faut 
rapporter les premiers élémens de la science des 
probabilités, dont la découverte peut être mise 
aH rang des choses remarquables qui ont illustré 
le XVII® siècle, celui de tous qui fait le plus 
d'honneur à l'esprit humain. Le principal pror^. 
blême qu'ils résolurent par des voies différentes, 
consiste, comme on l'a vu précédemment, a 
partager équitablement l'enjeu, entre des loueurs 
dont les adresses 'sont égales, et qui conviennent 
de quitter une partie, avant qu'elle finisse; la 
condition du jeu étant que pour gagner la partie, 
il faut atteindre, le premier, un nombre donné de 
points différent pour chacun des joueurs. Il est 
clair que le partage doit se faire proportionnelle- 
ment aux probabilités respect! ves des joueurs,^ de 
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gagner cette partie , probabilités dépendantes des 
nombres ide points qui leur manquent encore ► 

, La méthode de Pascal est fort ingénieuse, «t n'est 
au fond ^ que l'équatioû aux différences partielles 
de te prc>blènie , appliquée à déterminer les pW- 
babilités successives deâ joueurs, en allant de& 
nonlbreâ les pliis petits aux suiyaîis. tîette ihé- 
thode est limitée ati cas de deux joueurs : celle 
de Fermât, fondée sur les dômbinaisotis , s^étend 
à un nombre quelconque de joueurs. Pascal crut 
d'abord qu'elle était conlihe la sietme , liest¥éittte 
k deux joueurs j de qui établit entre eux une dis- 
cussion à la fin de laquelle Pascal reconnut k gé- 
néralité de la méthode de Fermât. 

# 

Hujgens réunit les divers problèmes que Ton 
avait déjà résdius, et en ajouta de nouveaux,, 
dans un petit Traité, le premier qui ait paru sur 
cette matière , et qui à pour titré , De Rathci-^ 
niis in ludo aleœ. Plusieurs géomètres s'en ocfcu- 
l^èrent ensuite : Hudde , lie grand pensionnaire 
Witt en HoUandiD, et Halley en Angleterre , 
appliquèrent le Calcul aux pifobabiiités de k vie 
humaine ; et Hallèy publia pour cet objet , k 
premièl*e ti&ble de mortalité. Vers le même temps , 
Jacques Beruouïli proposa aux géomètres, di- 
vers problèmes de probabilité dont il donna de- 
puis, 3es solutions. Enfih il composa son bel 
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Ouvirage intitulé, jérs mnjeçfandi ^ qui oe parut 
que sept ans api^ès sa mort ^irriyée eu x 706. La 
scien^ce des probabiilités est bi^aucoûp plus appron 
fondie daius cet ouvrage , que dans celui d'Huj-^ 
gen$ : raûteQT Y donne une théorie générale des 
comibinaisQDS et des suites /et l'applique |t plu- 
sieurs questions difficiles , concernant les hasards. 
Cet ouvrage est encore remarquable par la jus^ 
tesse et la finesse des vvies^ par l'emploi de la 
formule du binôme dans ce genre de questions 1 
et par la démonstration de ce théorème , savoir, 
qu'en multipliant indéfiniment les observations 
et les expériences'; le rapport desévènemens 46 
diverses natures, approche de celui de leug» 
possibilités respectives, dans des limites dont 
l'intervalle se resserre de plus ep plus ,. à mesura 
qu'ils se multiplient , et devient moindre qu'au^ 
cune quantité assignable « Ce*4héorème e^t très 
utile pour reconnaître par les observations, lô^ 
lois et les causes des pbénomèjies. B^rnoulli 
attachait avec raison , une grande importance à 
sa démonstration qu'il dit avoir médita peu-* 
dant vingt années. 

Bans l'intervalle de la, mort de Jucques Ber*^ 
nouUi , À la publication de son ouvrage; Mapt- 
mort et Moivre firent paraître deux traités sur 
le calcul des probabilités. Celui de M^tmort a 
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pour titre , Essai sur les Jeux de hasarda , il 
contient de nombreuses applications de ce calcul , 
aux divers jeux. L'auteur y. a joint dans la se- 
conde édition^ quelques lettres dans lesquelles 
Nicolas Bernoulli donne des solutions ingénieu- 
ses^ de plusieurs problèmes di£Qciles. Le traité 
de Moiyre, postérieur à celui de Montmort, 
parut d'abord dans les Transactions Philoso- 
phiques de l'ann^ 171 1 . Ensuite l'auteur le pu-^ 
blia séparément ^ et il l'a perfectionné successive- 
ment dans les trois éditions q^ il en a données. 
Cet ouvrage est principalement fondé sur la 
formule du binôme; et les problèmes qu'il con- 
tj;fnt| ent^ ainsi que leurs solutions^ une grande, 
généralité. Mais ce qui le distingue , est la 
théorie des suites récuirentçs et leur usage dans 
ces matières. Cette théorie est l'intégration des 
équations linéaires aux différences finies à coeffî- 
ciens constans, intégration à laquelle Moivre 
parvient d'une manière très heureuse. 

Moivre a repris d^ns son ouvrage^ le théo-. 
rème de Jacques Bernoulli sur la prx>babilité de& 
résultats déterminés par un grand nombre d'ob- 
servations. U ne se co^nte pas de faire voir^ 
comme Bernoulli'^ que le rapport djas événement 
qui doivent arriver^ approche sans cesse de celui . 
de leurs possibilités respectives; il donne de plu;& 
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une expression éllfgante et simple de* la probabi- 
lité que la différence' de cefe deux rapports^ est 
contenue dans des limites données. Pour cela, 
il déterminé le rapport du plus grand terme du 
développement d'une puissaqiçe tçès élevée du 
binôme , à la somnfli de to^us ses termes; et le 
logarithme hyperbolique de l'excès de ce terme, 
surles termes qui en sont très voisins. Le plus grand 
terme étant alors le produit d'un nombre consi- 
dérable de facteurs ; son calcul numérique de- 
vient impraticable. Pour l'obtenir par une ap- 
proximation convergente , Moivre fait usage d'un 
théorème de Stirling sur le terme moyen du 
binôme élevé à une haute puissance , théorème 
remarquable, surtout en ce qu'il introduit la racine 
carrée du rapport de la circonférence au rayon ,. 
dans une expression qui semble devoir être étran- 
gère à cette transcendante. Aussi Moivre fut-il 
ex€rêmemetit frappé de ce résultat que Stirling 
avait déduit de l'expression de la circonférence 
en produits infinis , expression à laquelle Wallis 
était parvenu par une singulière analyse qui coeh 
tient le germe de la |Jiéorie si curieuse et si utile 
des intégrales définies. 

Plusieurs savans parmf lesqueb on doit dis- 
tinguer Depardeux, Kersseboom, Wargentin,. 
Dupré de Saint-Maure , Simpson , Sussmilch ; 
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Medsèae, Moheau, Price^ Baiiy et UuviUard, 
ont réuni un grand nombre de données précieu- 
ses , sur la population , les naissances, les ma- 
riages et la mortalité. Ils ont donné des formules 
et des .tables relatives aux rentes viagères , aux; 
tontines p aux assurances , etc. Mais dans cette 
courte notice , je ne puis qu'indiquer ces travaux 
utiles, pour m'attacher aux idées originales. De 
ce nombre , est la distinction des espérances ma- 
thématique et morale , et le principe ingénieux 
que DanielBemoulli a donné pour soumettre cell0- 
ci à l'analyse. Telle est encore l'application heur- 
reuse qu'il a faite du calcul des probabilités , à 
l'inoculation. On doit surtout, placer au nombre 
de ces idées originales, la considération directe 
des possibilités des évènemens , tirées des évè- 
nemens observés. Jacques BemouUi et Moivre 
supposaient ces possibilités , connues ; et ils cher*- 
chaient la probabilité que le résultat des expé- 
riences à faire , approchera de plus en plus de les 
représenter. Bayes , dans les TransactidnsT Philo- 
sophiques de l'année 1 765 , a cherché directe- 
ment la probaluUté que les jpossibilités indiquées 
par des expériences déjà faites , sont comprises 
dans des limites données ; et il y est parveuu d'ime 
manière fine et très ingénieuse^ quoiqu'un peu 
embarrassée. Cet ofa^et se rattache à. la théorie 
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de ta probabilité des causes et des évènemiens 
futurs , conclue des évènemens observés ; théorie 
dont j*expoisaî quelques années après , les prin- 
cipes , avec la remarque de l'influence des inéga- 
lités qui peuvent exister entre les chances que 
l'on suppose égales: Quoique l'on ignore quels 
sont les évènemens simples que ces inégalités 
favorisent; cependant cette ignorance même ac- 
croît souvent, la probabilité des évènemens 
composés. 

En généralisant l'Analyse et les problèmes con^ 
cernant les probabilités, je fus conduit au calcuL 
des différences finies partielles que Lagrange a 
traité depuis , par une méthode^ fort simple , et 
dont il a fait d'élégantes applications à ce genre 
ée problèmes. La théorie des foxictions généra- 

^ triées , que je donnai vers le même temps , com- 
prend ces objets parmi ceux qu'elle embrasse , 
et s'adapte d'elle-même et avec la plus grande 
géaéràlité , aux questions . de probabilité les 
plus difficiles. Elle détermine encore par des 
approximations très convergentes , les . valeurs 
des fonctions composées d'un grand nombre de 

' termes et de facteurs ; et eu faisant voir que la 
racine carrée du rapport de la circonférence au 
rayon entre le plus souvent dans c^ valeurs^ 
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elle montre qu une infinité d'autres transcen- 
dantes peuvent s'y introduire. 

On a encore soumis au calcul des probabilités 
les témoignages ^ les votes et les décisions des 
assemblées électorales et délibérantes , et les 
jugemens des tribunaux; Tant de passions^ d'in- 
térêts divers et de circonstances compliquent les 
questions relatives à> ces objets, qu'elles sont 
presque toujours insolubles. Mais la solution de 
problèmes plus simples , et qui ont avec elles 
beaucoup d'analogie , peut souvent répandre 
sur ces questions difficiles et importantes, de 
grandes lumières que la sûreté du Calcul rend 
toujours préférables aux raisonnemens les plus 
spécieux. 

L'une des plus intéressantes applications du 
calcul des probabilités, concerne les milieux 
qu'il faut choisir entre les résultats des observa- 
^tions. Plusieurs géomètres s'en sont-occupés ; et 
Lagrange a publié dans les Mémoires de Turin , 
ime belle méthode pour déterminer ces milieux, 
quand la loi des erreurs des observations est 
connue. J'ai donné pour le même objet, une 
méthode fondée sur un artifice singulier qui 
peut être employé avec avantage dans d'autrçs 
questions d'analyse , et qui en permettant d'é- 
tendre indéfiniment dans .tout le cours d'un 
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long calcul^ des fonctions qui doivent être limi-^ 
tées par la nature du problème , indique les mo- 
difications que chaque terme du résultat final 
doit recevoir en vertu de ces limitations. On a 
vu pre'cédemmént , que chaque observation four- 
nit une équation de condition , du premier degré, 
qui peut toujours être disposée de manière que 
tous ses |ermes soient dans le premier nliemln^e , 
le second étant zéro. L'usage de ces équations 
est une des causes principales de la grande pré- 
cision de nos tables astronomiques ; parce que 
l'on a pu ainsi faire concourir un nombrç im- 
mense d'excellentes observations, à la fixation 
de leurs éléniens. Lorsqu'il n'y a qu'un seul 
élément à déterminer, Côtes avait prescrit de 
préparer les équations de condition, de sorte 
que le coefficient dé l'élément inconnu fût positif 
dans chacune d'elles; et d'ajouter ensuite toutes 
ces équations , poui^ former une équation finale i 
d'où l'on tire la valeur de cet élément. La règle ^ 
de Côtes fut suivie par tous les calculateurs. Mais 
quand il fallait déterminer plusieurs élémens ; 
on n'avajt aucune règle fixe pour combiner les. 
équations de .condition , de manière à obtenir 
les équations finale» nécessaires : seulement » on 
choisissait pour chaque élément, les observa- 
tions les plus propres à le déterminer. Ce fut 
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pour obvier à ces tâtonnemens , que MM. Le- 
gendre et Gauss imaginèrent d'ajouter les (^rrés 
des pren^iers membres des équations de condi- 
tion , et d'en rendre la somme un minimum , en 
y faisant varier chaque élément inconnu : par ce 
moyen , on obtient directement autant d'équa- 
tions finales ^ qu'il y 'a d'élémens. Mais les valeurs 
déterminées par ces équations^ méritent-elles 
la préférence sur toutes celles que l'on peut ob- 
tenir par d'autres moyens ? C'est ce que le calcul 
des probabilités pouvait seul apprendre. Je l'ap-» 
pliquaidoncà cet objet important , et je parvins 
par une analyse délicate , à une règle qui ren- 
ferme la précédente y et qui réunit à l'avantage de 
donner par un procédé régulier, les élémens 
cherchés , celui de les faire sortir avec le plus 
d'évidence^ de l'ensemble des observations, et 
d'en déterminer *les valeurs qui ne laissent à 
craindre que les plus petites erreurs possibles. 
On n'a cependant epcore, qu'une connaissance 
imparfaite des résultats obtenus , tant que la loi { 

des erreurs dont ils sont susceptiUes^ n'est pas | 

connue : il faut pouvoir assigner la probabilité i 

que ces erreurs sooit contenues dai^s des limites 
données; ce qui revient à déterminer ce que j'ai 
aoi^mé poids d'un résultat. L'Analyse conduit à 
des formules générales et simples pour cet «objet. 
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J'ai ap{Jique cette Analyse, aux résuhats des 
observations géodësicpies. Le problème général 
consiste à déterminer les probabilités que les va- 
leurs d'une ou de plusieurs fonctions linéaires 
des erreurs d'un très grand nombre d'obser- 
vations f sont renfermées dans des limites quel- 
conques. 

La loi de possibilité des erreurs des dbserva- 
tions , introduit dans les expressions de ces pro- 
babilités , une <:onstante dont la valeur semble 
exiger la connaissaiace de cette loi presque tou- 
jours inconnue. Heureusement, cette constante 
peut être déterminée parles observations mêmes. 
' Dans la recherche des élémens astrononûques , 
^le est donnée par la somme des carrés des dif«- 
férçnces entre chaque observation et le calcul. 
ist& erreurs également probables étant propor- 
tionnelles à la racine carrée de cette somme: on 
peut par ia comparaison de ces carrés, apprécier 
Tèxactitude relative des diverses tables d'un 
même astre. Dans les opérations géodésiques^ 
ces carrés soaoït remplacés par les carrés des er- 
reur$ des sommes observées des trois angles de 
dbaqae triangle. La comparaison des carrés de 
ces erreurs, fera donc juger de k précision re- 
lative des imtrumeiîs avec lesquels on a mesure 
les angles, Oti voit par cetle comparaison , l'a-^ 
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vantage du cercle répétiteur, sur les instrumens 
qu'il a remplacés dans la Géodésie. 

Il existe souvent dans les observatîons, plu^^ 
sieurs sources d'erreurs : ainsi les positions des 
astres étant déterminées au moyen de la lunette 
méridienne et du cercle, tous deux susceptibles 
d'erreurs dont la loi de probabilité ne doit pas 
être supposée la même; les élémens que l'on dé- 
duit de ces positions , sont affectés de ces erreurSo " 
Les équatipns de condition que l'on forme pour 
avoir ces élémens, contiennent les erreurs de 
chaque instrument et elles y ont des coeffîciens 
différens. I^ système le plus £(Vantageux des fac- 
teurs par lesquels on doit multiplier respective- * 
ment ces équations , pour obtenir par la réunion 
des produits^ autant d'équations finales qu'il y 
a d'élémens à déterminer , n'est plus alors celui 
des coeffîciens des élémens dans chaque équation 
de condition. L'analyse dont j'ai fait usage , con- 
duit facilement, quel que soit le nombre des 
sources d'erreur, au système de facteurs qui 
donne les résultats les plus avantageux ou dans 
lesquels une même erreur est moins probable que 
dans tout autre système. La même analyse dé- 
termine les lois de probabilité des erreurs de ceû 
résultats. Ces formulés renferment autant de 
constantes inconnues > qu'il y a de sources d'er- 
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reur , et qui dépendant des lois de prd^^iUté 
de ces erreurs. On a vu que dans le cas d'une 
source unique^ on peut déterminer cette con-? 
stante , en fonpant la somme des carrés des ré-* 
si^us de chaque équation de condition , lorsqji'on 
y a substitué les valeurs trouvées pour les élé- 
.mens. Un procédé sefnbl^ble' donne générakr 
ment^ les valeurs ^e ces constantes , quelque 
soit leur nombre ; ce qui complète l'application 
du calcul des prob^ibilité^ aux résultats des ohser* 
vations. 

Je dois ici faire une remarque importante. La 
petiliê incertitiide qu^ les/ observations^ quand 
elles ne sont pas très multipliées ^ laissent sur les 
valeurs des constantes dont je viens de parler f 
rend un peu incertaines les probabilités détermi-* 
nées par l^^malyse- Mais il suffit presque toujours 
de connaître si la probabilité que les erreurs des 
résultats obtenus sont renfermées dans d'étroites 
limites, apfMX>che extrêmement de l'unité; et 
qnand cela n'est pas > il suffit de savoir jusqu'à 
quel point on doit mtdtiplier les observations , 
pQur acquérir une probabilité telle, qu'il ne reste 
i sur la bonté des résultats • aucun doute raison*- 

i . nsdble. Les fotinuli)s analytiques des probabilités 
remplissent parfaîtenient \:et objet; et sous ce 
rapport , elles peuvent être envisagées comme 
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le oQpiplQinent i^écessaire des sciences fondées 
sur tin ensemble d'observations susceptibles d'er- 
reur. Elles sont même indispensables pour ré- 
soudre un grand nombre de questions danç les 
sciib^Ces naturelles et morales.. Les causes régu- 
lières des phénomèj^es sont le plus souyent, ou 
inconnues , ou trop compKquées p0dr être sou^ - 
mises au calcul :**souvent encore leur action est 
troublée par des. cgjises accidentelles et irrégu- 
lières; mais elle reste toujours e|npreinte ^dans 
' les évènemens produits par toutes ces causes , et 
elle y apporte des modifications qu'une longue 
suite d'observations peut déterminer. L'Analyse 
des probabilités développe ces modifications : 
elle assigne la probabilité de leurs causes, et eUe 
indique les moyens d'accroître de plus en plus 
cette probabilité. Ainsi au milieu des cfiuses irré- 
gulières qui agitent l'atmosphère; les change^ 
mens périodiques de la chaleur solaire, du jour 
à la nuit, et de l'hiyer à Tété, produisent dans la 
pression de cette grande niasse fluide , et dans la 
hauteur correspondante du 'baromètre, des os- 
cillations diurnes et annuelles que de nombreuses 
observations barométriques ont fait connaître 
avçç une probabilité au moins égale à celle des 
faits que -nous regardons comme certains. C'est 
encore ainsi que la série des évènemens histori- 
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